
❈♦"#♦ ❞✐ ❉♦''♦"❛'♦ ❞✐ "✐❝❡"❝❛

✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❛

❈✐❝❧♦ ❳❳❳

❚❡#✐ ❞✐ ❘✐❝❡"❝❛

❚❤"❡❡ ❡$$❛②$

♦♥ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ♠❡-❤♦❞$

❢♦" ♣♦❧✐❝② ♠❛❦✐♥❣

❙❙❉✿ ❙❊❈❙✲❙✴✵✻

❈♦♦"❞✐♥❛'♦"❡ ❞❡❧ ❉♦''♦"❛'♦

❝❤✳ ♣1♦❢✳ ●✐❛❝♦♠♦ 6❛7✐♥✐

❙✉♣❡"✈✐/♦"❡

❝❤✳ ♣1♦❢✳ 6❛♦❧♦ 6❡❧❧✐③③❛1✐

❙❡❝♦♥❞♦ ❙✉♣❡"✈✐/♦"❡

❝❤✳ ♣1♦❢✳ ❆♥<♦♥✐♦ 6❛1❛❞✐7♦

❉♦''♦"❛♥❞♦

▲✉❝❛ ●❡1♦<<♦

▼❛<1✐❝♦❧❛ ✽✷✼✼✾✹



✷



✸

❆❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥*+

❋✐#$% ♦❢ ❛❧❧✱ ■ %❤❛♥❦ ♠② $✉♣❡#✈✐$♦#$✱ 5#♦❢✳ 5❛♦❧♦ 5❡❧❧✐③③❛#✐ ❛♥❞ 5#♦❢✳ ❆♥%♦♥✐♦ 5❛#❛❞✐$♦✳

❚❤❡② $✉♣❡#✈✐$❡❞ ♠❡ ✐♥ %❤❡$❡ %❤#❡❡ ②❡❛#$ $❤♦✇✐♥❣ ♥♦% ♦♥❧② ❞❡❡♣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜✉% ❡✈❡♥

❞❡❡♣❡# ♣❛$$✐♦♥✳

■ %❤❛♥❦ %❤❡ ✐♥%❡#♥❛❧ #❡❢❡#❡❡✱ 5#♦❢✳ 5✐❡%#♦ ❉✐♥❞♦✱ ❛♥❞ %❤❡ %✇♦ ❡①%❡#♥❛❧ #❡❢❡#❡❡$✱ 5#♦❢✳

❘♦❜❡#%♦ ●♦❧✐♥❡❧❧✐ ❡ 5#♦❢✳ ❋#✐❡❞❡#✐❦❡ ❲❛❧❧✳ 5♦✐♥%✐♥❣ ♦✉% %❤❡ ✇❡❛❦♥❡$$❡$ ♦❢ %❤✐$ ❞✐$$❡#%❛%✐♦♥✱

%❤❡② ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ %♦ $✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ✐♠♣#♦✈❡ ✐% ❞✉#✐♥❣ %❤❡ ❧❛$% ♠♦♥%❤$✱ ✇❤✐❧❡ ♣♦✐♥%✐♥❣ ♦✉% %❤❡

#❡❧❛%❡❞ $%#❡♥❣❤%$ %❤❡② ❡♥❝♦✉#❛❣❡❞ ♠❡ %♦ ❦❡❡♣ ♦♥ ✇♦#❦✐♥❣ ✇✐%❤ ❡♥%❤✉$✐❛$♠ ❛♥❞ ♣❛$$✐♦♥✳

■ %❤❡♥ ❤❛✈❡ %♦ $✐♥❝❡#❡❧② %❤❛♥❦ 5#♦❢✳ ❈❤#✐$%♦♣❤❡# ❉✳ ❈❛##♦❧❧✱ %❤❡ ❛✉%❤♦# ♦❢ %❤❡ $❡♠✐✲

♥❛❧ ♣❛♣❡# %❤❛% ✐♥$♣✐#❡❞ ♠❡ ❢♦# %✇♦ ♦❢ %❤❡ %❤#❡❡ ❝❤❛♣%❡#$✳ ❍❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ %♦ ✈✐$✐% %❤❡

❏♦❤♥$ ❍♦♣❦✐♥$ ❯♥✐✈❡#$✐%② ✭✇❤✐❝❤ ■ %❤❛♥❦✱ %♦♦✮ ❛♥❞ ❤❡ ♣#♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ❝#✉❝✐❛❧ ❝♦♠♠❡♥%$ ❛♥❞

$✉❣❣❡$%✐♦♥$ %❤❛% ❞✐#❡❝% %❤✐$ ❞✐$$❡#%❛%✐♦♥✳

❘✐♥❣.❛③✐❛♠❡♥*✐

■ ♠✐❡✐ #✐♥❣#❛③✐❛♠❡♥%✐ ✈❛♥♥♦ ✐♥♥❛♥③✐%✉%%♦ ❛✐ ♠✐❡✐ $✉♣❡#✈✐$♦#✐✱ 5#♦❢✳ 5❛♦❧♦ 5❡❧❧✐③③❛#✐ ❡

5#♦❢✳ ❆♥%♦♥✐♦ 5❛#❛❞✐$♦✱ ❝❤❡ ✐♥ L✉❡$%✐ %#❡ ❛♥♥✐ ♠✐ ❤❛♥♥♦ $❡❣✉✐%♦ ♥♦♥ $♦❧♦ ❝♦♥ ♣#♦❢♦♥❞❛

❝♦♠♣❡%❡♥③❛✱ ♠❛ ❛♥❝❤❡ ❝♦♥ ♣#♦❢♦♥❞✐$$✐♠❛ ♣❛$$✐♦♥❡ ❡❞ ✉♠❛♥❛ ❛%%❡♥③✐♦♥❡✳ ❆ ❧♦#♦ ✈❛ %✉%%❛

❧❛ ♠✐❛ $%✐♠❛ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝❛ ❡ ♣❡#$♦♥❛❧❡✳

❯♥ #✐♥❣#❛③✐❛♠❡♥%♦ ❛❧ ✈❛❧✉%❛%♦#❡ ✐♥%❡#♥♦✱ 5#♦❢✳ 5✐❡%#♦ ❉✐♥❞♦✱ ❡❞ ❛✐ ❞✉❡ ✈❛❧✉%❛%♦#✐ ❡$%❡#♥✐✱

5#♦❢✳ ❘♦❜❡#%♦ ●♦❧✐♥❡❧❧✐ ❡ 5#♦❢✳ ❋#✐❡❞❡#✐❦❡ ❲❛❧❧✱ ❝❤❡ ❝♦✐ ❧♦#♦ ♣#❡③✐♦$✐ ❝♦♠♠❡♥%✐ ♠✐ ❤❛♥♥♦

❝♦♥$❡♥%✐%♦✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥❞♦♥❡ ❧❡ ❞❡❜♦❧❡③③❡✱ ❞✐ ♠✐❣❧✐♦#❛#❡ $✐❣♥✐✜❝❛%✐✈❛♠❡♥%❡ L✉❡$%❛ %❡$✐ ♥❡❧

❝♦#$♦ ❞❡❣❧✐ ✉❧%✐♠✐ ♠❡$✐❀ ❡❞ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥❞♦♥❡ ❧❡ L✉❛❧✐%N✱ ❞✐ ❢❛#♠✐ #✐♠❡%%❡#❡ ❛❧ ❧❛✈♦#♦ ❝♦♥

❝♦♥✈✐♥③✐♦♥❡ ❡❞ ❡♥%✉$✐❛$♠♦✳

❉❡✈♦ ♣♦✐ ❡$♣#✐♠❡#❡ ✐❧ ♠✐♦ $✐♥❝❡#♦ ❣#❛③✐❡ ❛❧ 5#♦❢✳ ❈❤#✐$%♦♣❤❡# ❉✳ ❈❛##♦❧❧✱ ❛✉%♦#❡ ❞❡❧❧✬✐♥✢✉❡♥%❡

❛#%✐❝♦❧♦ ❝✉✐ ♠✐ $♦♥♦ ✐$♣✐#❛%♦ ♣❡# ❞✉❡ ❞❡✐ %#❡ ❝❛♣✐%♦❧✐✱ ❝❤❡ ♠✐ ❤❛ ♦$♣✐%❛%♦ ♣❡# %#❡ ♠❡$✐ ♣#❡$$♦

❧❛ ❏♦❤♥$ ❍♦♣❦✐♥$ ❯♥✐✈❡#$✐%②✱ ❝✉✐ ❡$%❡♥❞♦ ✐ #✐♥❣#❛③✐❛♠❡♥%✐✱ ❢♦#♥❡♥❞♦ ❝♦♠♠❡♥%✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲

%❛❧✐ ♣❡# ✐♥❞✐#✐③③❛#❡ L✉❡$%❛ ❞✐$$❡#%❛③✐♦♥❡✳

■♥ $❡❝♦♥❞♦ ❧✉♦❣♦✱ ✐ #✐♥❣#❛③✐❛♠❡♥%✐ $✐ ❡$%❡♥❞♦♥♦ ♣✐Q ✐♥ ❣❡♥❡#❛❧❡ ❛ %✉%%✐ ❝♦❧♦#♦ ❝❤❡ ❛❧❧✬✐♥%❡#♥♦

❞❡❧ ❉✐♣❛#%✐♠❡♥%♦ ❞✐ ❊❝♦♥♦♠✐❛ ♠✐ ❤❛♥♥♦ $✉♣♣♦#%❛%♦ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝❛♠❡♥%❡ ❡✱ ❛$♣❡%%♦ ♥♦♥

$❡❝♦♥❞❛#✐♦✱ $♦$%❡♥✉%♦ ✉♠❛♥❛♠❡♥%❡✳ ▼❡♥③✐♦♥❡ ❞♦✈✉%❛ ♣❡# ❧❛ 5#♦❢✳$$❛ ❊♥#✐❝❛ ❈#♦❞❛ ❡ ❧❛

5#♦❢✳$$❛ ❈✐♥③✐❛ ❉✐ ◆♦✈✐✱ #❡❧❛%#✐❝✐ ❞❡❧❧❡ %❡$✐ %#✐❡♥♥❛❧❡ ❡ ♠❛❣✐$%#❛❧❡✱ ❡ ♣❡# ❧❛ ❉♦%%✳$$❛ ▲✐$❛

◆❡❣#❡❧❧♦✱ #✐❢❡#✐♠❡♥%♦ ✐♥$♦$%✐%✉✐❜✐❧❡ ♣❡# ♥♦✐ ❞♦%%♦#❛♥❞✐✳

❯♥ #✐♥❣#❛③✐❛♠❡♥%♦ ❛✐ ❝♦❧❧❡❣❤✐ ✭❡❞ ❛♠✐❝✐✮ ❞❡❧ ❳❳❳✱ ❳❳❳■ ❡ ❳❳❳■■ ❝✐❝❧♦✱ ♣❡#❡♥♥❡ $♣✉♥%♦

❞✐ ❞✐$❝✉$$✐♦♥❡ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝❛ ❡❞ ✉♠❛♥❛♠❡♥%❡ ❝❛♣❛❝✐ ❞✐ #❡♥❞❡#❡ ♣✐❛❝❡✈♦❧✐ ❧❡ ♠✐❡ ❣✐♦#♥❛%❡ ✐♥

5❤❉ #♦♦♠✱ ♣❡#$✐♥♦ ♥❡✐ ❣✐♦#♥✐ ✐♥ ❝✉✐ ❧❛ #✐❝❡#❝❛ ♣#♦♣#✐♦ ♥♦♥ ✈♦❧❡✈❛ ❞❛#❡ $♦❞❞✐$❢❛③✐♦♥✐✳

❯♥ #✐♥❣#❛③✐❛♠❡♥%♦ ❛❧ ▲✐❝❡♦ ❙❝✐❡♥%✐✜❝♦ ▲❡♦♥❛#❞♦ ❉❛ ❱✐♥❝✐ ❞✐ ❚#❡✈✐$♦✱ ❝❤❡ ❤❛ ♣♦$❛%♦ ❧❛

♣#✐♠❛ ♣✐❡%#❛✳ ❊❞ ❛❧ ♠♦♥❞♦ ❞❡❧❧✬❛%❧❡%✐❝❛✱ ❝❤❡ ❤❛ ♣#❡$♦ ▲✉❝❛ ❛❞♦❧❡$❝❡♥%❡ ❡ ❧✬❤❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣✲

♥❛%♦ $✐♥♦ ❛ ❞✐✈❡♥%❛#❡ ❛❞✉❧%♦✳

❊ ♣♦✐✱ ❧❛"# ❜✉# ♥♦♥ #❤❡ ❧❡❛"#✱ ❝❤✐ ♠✐ ❤❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛%♦ ✐♥ L✉❡$%✬❛✈✈❡♥%✉#❛ ❞✉#❛%❛ ♦❧%#❡

✉♥ L✉❛#%♦ ❞✐ $❡❝♦❧♦✿ ❧❛ ♠✐❛ ❢❛♠✐❣❧✐❛ ❡ ❣❧✐ ❛♠✐❝✐✱ L✉❡❧❧✐ ✈❡#✐✳ ◗✉❡❧❧✐ ❝❤❡ $❛♥♥♦ L✉❛♥❞♦

❞❡✈♦♥♦ ❧❛$❝✐❛#%✐ ✐♥ ♣❛❝❡✱ L✉❛♥❞♦ ❤❛✐ ❜✐$♦❣♥♦ ❞❡❧❧❛ ♣❛#♦❧❛ ❣✐✉$%❛ ❡ ❞✐ ✉♥❛ ♣❛❝❝❛ $✉❧❧❛

$♣❛❧❧❛✱ ❡ L✉❛♥❞♦ ✐♥✈❡❝❡ ♦#❛♠❛✐ ❤❛✐ #❡♥❞✐♠❡♥%♦ ♠❛#❣✐♥❛❧❡ ♥❡❣❛%✐✈♦ ❡ %✐ ❞❡✈♦♥♦ %#❛$❝✐♥❛#❡

❢✉♦#✐ ❞✐ ❝❛$❛✱ ❛♣♣❛#❡♥%❡♠❡♥%❡ ❞❛♥♥❡❣❣✐❛♥❞♦ ❧❛ %✉❛ ♣#♦❞✉③✐♦♥❡ ♥❡❧ ❜#❡✈✐$$✐♠♦ %❡#♠✐♥❡ ♠❛

♣#❡$❡#✈❛♥❞♦❧❛ ♥❡❧ ♠❡❞✐♦ %❡#♠✐♥❡✳ ❉❡❧ ❧✉♥❣♦ ♣❡#✐♦❞♦✱ ✐♥✈❡❝❡✳✳✳♣❛#❛❢#❛$❛♥❞♦ ❑❡②♥❡$✱ ♥♦♥

✈✐ \ ♠♦%✐✈♦ ❞✐ ♣#❡♦❝❝✉♣❛#$✐✳



✹



❈♦♥#❡♥#%

✶ ❊①♣❡❝&❛&✐♦♥+ ❛♥❞ ✉♥❝❡.&❛✐♥&②✿

❆ ❝♦♠♠♦♥✲+♦✉.❝❡ ✐♥❢❡❝&✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦. +❡❧❡❝&❡❞ ❊✉.♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥&.✐❡+ ✶✼

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷ ❚❤❡ %♦❧❡ ♦❢ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥5 ♦♥ ❝♦♥5✉♠♣$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✸ ❚❤❡♦%❡$✐❝❛❧ ❢%❛♠❡✇♦%❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
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✸✳✶❛ ❲❚O* ✇✐+❤ ❛❧+❡(♥❛+✐✈❡ ♣❛(❛♠❡+❡( ✈❛❧✉❡*✱ ■O❈❈ ✭✷✵✶✹✮ ❞❛+❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✸✳✶❜ ❲❚O* ✇✐+❤ ❛❧+❡(♥❛+✐✈❡ ♣❛(❛♠❡+❡( ✈❛❧✉❡*✱ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.25
t ✶✵✹

✸✳✶❞ ❲❚O* ✇✐+❤ ❛❧+❡(♥❛+✐✈❡ ♣❛(❛♠❡+❡( ✈❛❧✉❡*✱ *✐❣♠♦✐❞ ♣❛++❡(♥ T ′
t =

aTH

1+bc−(t−H) +
dTH ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✸✳✷ ❈❛*❡ ✶ ✭❜❛*❡❧✐♥❡✮ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❙❡♥*✐+✐✈✐+② ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ w∗(0) ✇✐+❤ *❡✈❡(❛❧

❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥* ♦❢ γmax (x10−4) ✭❤♦(✐③♦♥+❛❧ ❛①✐*✮ ❛♥❞ Tmax ✭✈❡(+✐❝❛❧ ❛①✐*✮ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✸ ❈❛*❡ ✽ ✭η = 4✱ g0 = 0.01✮ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❙❡♥*✐+✐✈✐+② ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ w∗(0) ✇✐+❤

*❡✈❡(❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥* ♦❢ γmax (x10−4) ✭❤♦(✐③♦♥+❛❧ ❛①✐*✮ ❛♥❞ Tmax ✭✈❡(+✐❝❛❧

❛①✐*✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
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✶✳✶ ■♠♣✉❧'❡ ❘❡'♣♦♥'❡ ❣-❛♣❤ ♦❢ ❞✐'♣♦'❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡- ❝❛♣✐5❛✱ ❝♦♥'✉♠♣5✐♦♥ ♣❡-

❝❛♣✐5❛ ❛♥❞ ✐♥✢❛5✐♦♥ 5♦ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥5 ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥' ✭✶✾✾✶◗✶✲✷✵✶✻◗✹✮✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✷ ❚✐♠❡✲✈❛-②✐♥❣ ❡'5✐♠❛5❡' ♦❢ λ ♦❜5❛✐♥❡❞ ✈✐❛ '5❛5❡ '♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✹✮ ✸✼

✶✳✸ ❚✐♠❡✲✈❛-②✐♥❣ ❡'5✐♠❛5❡' ♦❢ (1−λ)β ♦❜5❛✐♥❡❞ ✈✐❛ '5❛5❡ '♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✾✽✻◗✶✲

✷✵✶✻◗✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✶✳✹ ❚✐♠❡✲✈❛-②✐♥❣ ❡'5✐♠❛5❡' ♦❢ λ ✈! H♦❧✐❝② ❯♥❝❡-5❛✐♥5② ■♥❞❡① ✭❊!❯✱ ✐♥✈❡-5❡❞

'❝❛❧❡✮ ✭✶✾✾✼◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✺ ❚✐♠❡✲✈❛-②✐♥❣ ❡'5✐♠❛5❡' ♦❢ λ ✈! ●♦♦❣❧❡ ❯♥❝❡-5❛✐♥5② ■♥❞❡① ✭●❯■✱ ✐♥✈❡-5❡❞

'❝❛❧❡✮ ✭✷✵✵✹◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✻ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ 5❤❡ ♣-❡''✱ ✷✵✵✵✲✷✵✶✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✶✳✼ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝-♦✲'✐♠✉❧❛5❡❞ '✉-✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡' ✭❝♦♥'5❛♥5 λ✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮ ✳ ✹✶

✶✳✽ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝-♦✲'✐♠✉❧❛5❡❞ '✉-✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡' ✭5✐♠❡✲✈❛-②✐♥❣ λ✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮ ✹✷

✶✳✾ ❘♦❧❧✐♥❣ '5❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥5 ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 5❤❡ ❛❣❡♥5✲

❜❛'❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✐&&✐♥❞❡①✮ ✈! ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡-5❛✐♥5② ✐♥❞❡① ✭❊!❯✮ ✭✶✾✾✼◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮ ✹✹

✶✳✶✵ ❇❛'❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ✧✇❤❛5✲✐❢✧ ✭✇✐5❤ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥5❛5✐♦♥✮ ♦✉5♣✉5 ❣❛♣ ✭✷✵✵✺◗✶✲

✷✵✶✺◗✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✳✶✶ ❇❛'❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ✧✇❤❛5✲✐❢✧ ✭✇✐5❤ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥5❛5✐♦♥✮ ❤♦✉'❡❤♦❧❞' ❡①♣❡❝5❛✲

5✐♦♥' ✭✷✵✵✺◗✶✲✷✵✶✺◗✹✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✶✳❇✳✶◆♦♥✲❡①♣❡'( ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥0 ✐♥❞❡① ✭❯♥❡♠♣✳ ❊①♣✳ ■♥❞❡①❂EUU
t ✮

✈! ❛❝(✉❛❧ ♣❛0( ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❝❤❛♥❣❡ ✭❯♥❡♠✳ *❛,❡ ✲ ❯♥❡♠✳ *❛,❡✭✲✹✮❂∆4ut✮

✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✶✳❇✳✷❋✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( '❛(❡ ✭∆4ut
∗
✮ ✈! ❛❝(✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( '❛(❡ ✭∆4ut✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✶✳❈✳✶C'♦❢❡00✐♦♥❛❧ ❢♦'❡❝❛0(0 ✭1*♦❢✳ ❋♦*✮ ✈! ✭✉♥♦❜0❡'✈❡❞✮ ❧♦♥❣✲'✉♥ ❞❡(❡'♠✐♥❛♥( ♦❢

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( '❛(❡ ✭▲♦♥❣✲*✉♥ ❯♥♦❜✳ ❈♦♠♣✳✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✶✳❉✳✶❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝-♦✲'✐♠✉❧❛5❡❞ '✉-✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡' ✭β = 0.8✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✶✳❉✳✷❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝-♦✲'✐♠✉❧❛5❡❞ '✉-✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡' ✭β = 1✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✶ ❍♦✉'❡❤♦❧❞' ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥5 ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥' ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡' ❜② ❡❞✉❝❛5✐♦♥ ❧❡✈❡❧
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✷✳✷ ❋✐55❡❞ ✈❛❧✉❡' M̂edu,t [•] ❜② ❡❞✉❝❛5✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✻◗✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
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✷✳❈✳✶❍✐'5♦❣-❛♠ ♦❢ ❝♦--❡❧❛5✐♦♥' ♦❢ '✐♠✉❧❛5❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡' ✉'✐♥❣ ✽✵ ❜❛5❝❤❡' ♦❢ ✧-❛♥✲

❞♦♠✧ ♣-♦❢❡''✐♦♥❛❧ ❢♦-❡❝❛'5' ✇✐5❤ ▲❚❍❙ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮ ✳ ✳ ✽✸
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✸✳✹ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ '❡♠♣❡(❛'✉(❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015✱ 0.020✱ 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✺ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡('❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015✱ 0.020✱ 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✳ ✳ ✾✹

✸✳✻ w∗(3) ✈❡(&✉& η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✸✳✶❛ ❉✐&'(✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❡♠♣❡(❛'✉(❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ ✷✵✶✹ ❞❛'❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✺❛ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡('❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
✷✵✶✹ ❞❛'❛✳ ❖❜&❡(✈❡ '❤❛' ❲❚D ❝❛♥♥♦' ❜❡ ♣❧♦''❡❞ ✇❤❡♥ τ = 0 ❛& θ2014 =
0.42 > 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✻❛ w∗(3) ✈❡(&✉& η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01✱ ✷✵✶✹ ❞❛'❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✹❜ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ '❡♠♣❡(❛'✉(❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✱ ❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.25

t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✸✳✺❜ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡('❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.25

t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✸✳✻❜ w∗(3) ✈❡(&✉& η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01✱ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.25
t ✶✵✹

✸✳✹❝ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ '❡♠♣❡(❛'✉(❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✱ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.5

t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✺❝ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡('❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.5

t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✷❞ D❛''❡(♥ ❝♦♠♣❛(✐&♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✸✳✹❞ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ '❡♠♣❡(❛'✉(❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✱ &✐❣♠♦✐❞ ♣❛''❡(♥ T ′

t =
aTH

1+bc−(t−H) + dTH ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✺❞ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡('❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
&✐❣♠♦✐❞ ♣❛''❡(♥ T ′

t =
aTH

1+bc−(t−H) + dTH ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✻❞ w∗(3) ✈❡(&✉& η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01✱ &✐❣♠♦✐❞ ♣❛''❡(♥ T ′
t =

aTH

1+bc−(t−H)+
dTH ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾



▲✐"# ♦❢ "②♠❜♦❧"

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▲✐)* ♦❢ )②♠❜♦❧) ❛♥❞ ❛❝2♦♥②♠) ✉)❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣*❡2 ✶

❙②♠❜♦❧ ▼❡❛♥✐♥❣ ❋✐2)* ♦❝❝✉22❡♥❝❡

ln(Ct) ❍♦✉)❡❤♦❧❞) ❝♦♥)✉♠♣*✐♦♥ ✭❧♦❣ ♦❢✮ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✷

ln(Yt) ❍♦✉)❡❤♦❧❞) ❞✐)♣♦)❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✭❧♦❣ ♦❢✮ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✷

πGDP
t ■♥✢❛*✐♦♥ 2❛*❡ ✭●❉D ❞❡✢❛*♦2✮ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✼

πPCE
t ■♥✢❛*✐♦♥ 2❛*❡ ✭D2✐✈❛*❡ ❈♦♥)✉♠♣*✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐*✉2❡✮ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✷

yt ❖✉*♣✉* ❣❛♣ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✼

it ❙❤♦2*✲*❡2♠ ✐♥*❡2❡)* 2❛*❡ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✼

ut ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* 2❛*❡ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✸

EUt ❍♦✉)❡❤♦❧❞) ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* ❊①♣❡❝*❛*✐♦♥) ■♥❞❡① ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✷

Nt[•] D2♦❢❡))✐♦♥❛❧ ❢♦2❡❝❛)*❡2) ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶

Mt[•] D♦♣✉❧❛*✐♦♥✲♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦✉)❡❤♦❧❞) ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥) ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶

Ei
t [•] ❊①♣❡❝*❛*✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉)❡❤♦❧❞ i ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶

ǫt ❉✐)*✉2❜❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥*❛❧ ✈❛❧✉❡ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶

ηt ■♥♥♦✈❛*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥*❛❧ ✈❛❧✉❡ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶

λt D2♦❜❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✧✐♥❢❡❝*❡❞✧ ❜② *❤❡ ❡①♣❡2* ❢♦2❡❝❛)* ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶

α ❈♦♥)*❛♥* *❡2♠ ♦❢ *❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥*❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣2♦❝❡)) ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✷

β ❆✉*♦2❡❣2❡))✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ♦❢ *❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥*❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣2♦❝❡)) ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✷

µ ❋2❛❝*✐♦♥ ♦❢  !✉❜❜♦%♥❧② ♣❡  ✐♠✐ !✐❝ ❤♦✉)❡❤♦❧❞) ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✺✳✷

γ D❛2❛♠❡*❡2 ❞❡*❡2♠✐♥✐♥❣ *❤❡ Q✉❛❧✐*❛*✐✈❡ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✺✳✷

❆❝2♦♥②♠ ▼❡❛♥✐♥❣

❋■❘❊ ❋✉❧❧ ■♥❢♦2♠❛*✐♦♥ ❘❛*✐♦♥❛❧ ❊①♣❡❝*❛*✐♦♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✶

❈❙■ ❈♦♠♠♦♥✲)♦✉2❝❡✲✐♥❢❡❝*✐♦♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✶

❊D❯ ❊❝♦♥♦♠✐❝ D♦❧✐❝② ❯♥❝❡2*❛✐♥*② ■♥❞❡① ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✹

●❯■ ●♦♦❣❧❡ ❯♥❝❡2*❛✐♥*② ■♥❞❡① ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✹

✶✶



✶✷ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

❚❛❜❧❡ ✷✿ ▲✐*+ ♦❢ *②♠❜♦❧* ❛♥❞ ❛❝3♦♥②♠* ✉*❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣+❡3 ✷

❙②♠❜♦❧ ▼❡❛♥✐♥❣ ❋✐3*+ ♦❝❝✉33❡♥❝❡

Nt[•] <3♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦3❡❝❛*+❡3* ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

Mt[•] <♦♣✉❧❛+✐♦♥✲♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦✉*❡❤♦❧❞* ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

Ei
t [•] ❊①♣❡❝+❛+✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉*❡❤♦❧❞ i ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

edu ❊❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧✿ ▲❚❍❙✱ ❍❙ ♦3 ❈♦❧❧❡❣❡ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✸

ISTU
edu,t ❍♦✉*❡❤♦❧❞* ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥+ ❊①♣❡❝+❛+✐♦♥* ■♥❞❡① ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✸

ut ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥+ 3❛+❡ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✸

ǫt ❉✐*+✉3❜❛♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✈❛❧✉❡ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

ηt ■♥♥♦✈❛+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✈❛❧✉❡ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

λedu <3♦❜❛❜✐❧✐+② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✧✐♥❢❡❝+❡❞✧ ❜② +❤❡ ❡①♣❡3+ ❢♦3❡❝❛*+ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

α ❈♦♥*+❛♥+ +❡3♠ ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣3♦❝❡** ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

β ❆✉+♦3❡❣3❡**✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣3♦❝❡** ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷

µedu ❋3❛❝+✐♦♥ ♦❢  !✉❜❜♦%♥❧② ♣❡  ✐♠✐ !✐❝ ❤♦✉*❡❤♦❧❞* ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✹

γ <❛3❛♠❡+❡3 ❞❡+❡3♠✐♥✐♥❣ +❤❡ L✉❛❧✐+❛+✐✈❡ ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✹

❆❝3♦♥②♠ ▼❡❛♥✐♥❣ ❋✐3*+ ❖❝❝✉33❡♥❝❡

❈❙■ ❈♦♠♠♦♥✲*♦✉3❝❡✲✐♥❢❡❝+✐♦♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✶

▲❚❍❙ ▲❡  !❤❛♥ ❍✐❣❤ ❙❝❤♦♦❧ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✸

❍❙ ❍✐❣❤ ❙❝❤♦♦❧ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✸

❈♦❧❧❡❣❡ ❈♦❧❧❡❣❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡3 ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✸

❚❛❜❧❡ ✸✿ ▲✐*+ ♦❢ *②♠❜♦❧* ❛♥❞ ❛❝3♦♥②♠* ✉*❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣+❡3 ✸

❙②♠❜♦❧ ▼❡❛♥✐♥❣ ❋✐3*+ ♦❝❝✉33❡♥❝❡

H ❍♦3✐③♦♥ ♦❢ +❤❡ ❢♦3❡❝❛*+ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

TH ❲❛3♠✐♥❣ ✐♥ ♣❡3✐♦❞ H ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

Tt ❲❛3♠✐♥❣ ✐♥ ♣❡3✐♦❞ t ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

θT ▲♦✇❡3 ❜♦✉♥❞ ♦❢ +❤❡ *✉♣♣♦3+ ♦❢ +❤❡ 3❛♥❞♦♠ ✈❛3✐❛❜❧❡ TH ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

g0 ❈♦♥*+❛♥+ ❣3♦✇+❤ 3❛+❡ ♦❢ ●❉< ✭✇✐+❤ ♥♦ ✇❛3♠✐♥❣✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

gt ●3♦✇+❤ 3❛+❡ ♦❢ ●❉< ✐♥ ♣❡3✐♦❞ t ✭❞❡♣❡♥❞* ♦♥ ✇❛3♠✐♥❣✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

γ ❉❛♠❛❣❡ ♣❛3❛♠❡+❡3 ✭✐♥ ❣3♦✇+❤ 3❛+❡✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

β ❉❛♠❛❣❡ ♣❛3❛♠❡+❡3 ✭✐♥ ❧❡✈❡❧*✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

η ■♥❞❡① ♦❢ 3❡❧❛+✐✈❡ 3✐*❦ ❛✈❡3*✐♦♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

δ ❉✐*❝♦✉♥+ 3❛+❡ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

τ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ✇❛3♠✐♥❣ +♦ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐+ +❤❡ 3❛♥❞♦♠ ✈❛3✐❛❜❧❡ TH +♦ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

w∗(τ) ❲✐❧❧✐♥❣♥❡** +♦ ♣❛② +♦ ❧✐♠✐+ TH +♦ τ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷

α ❊①♣♦♥❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✭❞❡+❡3♠✐♥❡* ❝♦♥✈❡①✐+②✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✺✳✶

❆❝3♦♥②♠ ▼❡❛♥✐♥❣ ❋✐3*+ ♦❝❝✉33❡♥❝❡

<✶✷ <✐♥❞②❝❦ ✭✷✵✶✷✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✶

<✵✾ <✐♥❞②❝❦ ✭✷✵✵✾✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✶

■<❈❈✵✼ ■<❈❈ ❋♦✉3+❤ ❆**❡**♠❡♥+ ✭✷✵✵✼✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✶

■<❈❈✶✹ ■<❈❈ ❋✐❢+❤ ❆**❡**♠❡♥+ ✭✷✵✶✹✮ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✶



❆❜"#$❛❝#

❚❤✐# #$✉❞② ✐# ❝♦♠♣♦#❡❞ ❜② $❤.❡❡ ♣❛.$#✳ ❚❤❡ ✜.#$ $✇♦ ❝❤❛♣$❡.# ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♠♠♦♥✲#♦✉.❝❡

✐♥❢❡❝$✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦. ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ $❤❡ ❢♦.♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉#❡❤♦❧❞# ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥#✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐#

❜❛#❡❞ ♦♥ $❤❡ ✇♦.❦ ♣.❡#❡♥$❡❞ ✐♥ ✧▼❛❝.♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❊①♣❡❝$❛$✐♦♥# ♦❢ ❍♦✉#❡❤♦❧❞# ❛♥❞ ?.♦✲

❢❡##✐♦♥❛❧ ❋♦.❡❝❛#$❡.#✧ ✭❈❛..♦❧❧✱ ◗❏❊✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❡①$❡♥❞❡❞ ❢.❛♠❡✇♦.❦ ✐# ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ #$✉❞②

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥$ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥# ❢♦. ❛ #❡❧❡❝$❡❞ ❣.♦✉♣ ♦❢ ❊✉.♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥$.✐❡# ✭❋.❛♥❝❡✱ ●❡.♠❛♥②✱

■$❛❧② ❛♥❞ $❤❡ ❯♥✐$❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✮✳ ❘❡#✉❧$# #❤♦✇ $❤❛$✿ (i) $❤❡ ♥♦✈❡❧ ❢.❛♠❡✇♦.❦ ✐# #✉♣♣♦.$❡❞
❜② ❞❛$❛❀ (ii) ❛❣❡♥$✲❜❛#❡❞ #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ❝♦♥✜.♠ $❤❛$ $❤❡ ❤②♣♦$❤❡#✐# ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛.❡ .❡❛#♦♥✲

❛❜❧❡ ✐♥ $❡.♠# ♦❢ .❡♣❧✐❝❛$✐♥❣ #✉.✈❡② ❞❛$❛❀ (iii) $❤❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❛❜#♦.❜✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥❢♦.♠❛$✐♦♥
✐# ✭♥❡❣❛$✐✈❡❧②✮ ❝♦..❡❧❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡.$❛✐♥$② #♣.❡❛❞ ❜② ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ $❤❡ ■♥$❡.♥❡$❀

(iv) ❤♦✉#❡❤♦❧❞# ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥# ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥ $.✐✈✐❛❧ .♦❧❡ ✐♥ ❞❡$❡.♠✐♥✐♥❣ ♣.✐✈❛$❡ ❝♦♥#✉♠♣$✐♦♥
❛♥❞ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❣❛♣✳ ❋✉.$❤❡.♠♦.❡✱ $❤❡.❡ ❛.❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② #✐❣♥✐✜❝❛♥$ ❞✐✛❡.❡♥❝❡# ✐♥ ❡①✲

♣❡❝$❛$✐♦♥# ❛❝.♦## ❞✐✛❡.❡♥$ ❞❡♠♦❣.❛♣❤✐❝ ❣.♦✉♣# ❛♥❞ $❤❡#❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡# ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

$❤.♦✉❣❤ ❤❡$❡.♦❣❡♥❡♦✉# ♣❛.❛♠❡$❡.# ♦❢ $❤❡ ❛❣❡♥$✲❜❛#❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛.$✐❝✉❧❛.✱ ❡❞✉❝❛$✐♦♥

#❡❡♠# $♦ ❜❡ ❛ ❞.✐✈❡. ♦❢ ♠❛❝.♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥# ❛♥❞ #✉.✈❡② ❞❛$❛ ❛.❡ ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡ ✇✐$❤

$❤❡ ❧❡## ❡❞✉❝❛$❡❞ ❜❡✐♥❣ ❧❡## ✉♣✲$♦✲❞❛$❡ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛$✐♥❣ ❢.♦♠ $❤❡ .❛$✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥ ✐♥ ❛

♠♦.❡ ♣.♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢❛#❤✐♦♥✳ ■♥ $❤❡ $❤✐.❞ ❝❤❛♣$❡.✱ ■ ♣.❡#❡♥$ ❛ .❡♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ .♦❜✉#$♥❡##

❛♥❛❧②#✐# ♦❢ ✏❯♥❝❡.$❛✐♥ ♦✉$❝♦♠❡# ❛♥❞ ❝❧✐♠❛$❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦❧✐❝②✑ ✭❘✳ ?✐♥❞②❝❦✱ ❏❊❊▼✱ ✷✵✶✷✮✳

❚❤❡ ♣❛♣❡. ✐# ❝♦♥❝❡.♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❡#$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡##✲$♦✲♣❛② ♦❢ #♦❝✐❡$② $♦ ❛✈♦✐❞

❝❧✐♠❛$❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭❛♥❞ .❡❧❛$❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❛♠❛❣❡#✮✳ ❚❤❡ .❡♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♣❛.$ .❡♣.♦❞✉❝❡# $❤❡

♦.✐❣✐♥❛❧ .❡#✉❧$# ✐♥ ♠❛♥② ❝❛#❡# ❛♥❞ ❝♦♥✜.♠# $❤❡ U✉❛❧✐$② ❛♥❞ ✐♥$❡.♣.❡$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✇♦.❦✳

❈♦♥❝❡.♥✐♥❣ $❤❡ .♦❜✉#$♥❡## ❛♥❛❧②#✐#✱ ♦♥ $❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ .❡✲❡#$✐♠❛$✐♥❣ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐$❤ ♠♦.❡

.❡❝❡♥$ ❞❛$❛ ♦♥ ❝❧✐♠❛$❡ ❝❤❛♥❣❡✱ $❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡## $♦ ♣❛② ❞♦❡# ♥♦$ ✈❛.② ♠✉❝❤ ✇✐$❤ .❡#♣❡❝$ $♦

$❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡.❀ ♦♥ $❤❡ ♦$❤❡. ❤❛♥❞✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ $❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❢♦.♠ ♣.♦❞✉❝❡# ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡.

❛♥❞ ♣♦$❡♥$✐❛❧❧② ♣.♦❜❧❡♠❛$✐❝ ✐♥❝.❡♠❡♥$# ♦❢ $❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡## $♦ ♣❛②✳

✶✸
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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

✧■❢ ✇❡ %❡&'%✐❝' ♦✉%&❡❧✈❡& '♦ ♠♦❞❡❧& ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ &♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②'✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❢♦% ♦✉% ♠✉'✉❛❧ ❡♥'❡%'❛✐♥♠❡♥'✱ ♥♦' '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❧❛♥❛'♦%② ♦% ♣%❡❞✐❝'✐✈❡ ♣♦✇❡%✧✳

❍❛""② ▼✳ ▼❛"❦♦✇✐*③✱ ◆♦❜❡❧ ❧❛✉"❡❛*❡

❚❤❡ ❛❞✈❡♥* ♦❢ ❝♦♠♣✉*❡"; ❤❛✈❡ ❡<✉✐♣♣❡❞ "❡;❡❛"❝❤❡" ✐♥ *❤❡ ♠❛❥♦"✐*② ♦❢ ✜❡❧❞;✱ "❛♥❣✐♥❣

❢"♦♠ ♥❛*✉"❛❧ *♦ ;♦❝✐❛❧ ;❝✐❡♥❝❡;✱ ✇✐*❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ *♦♦❧; *♦ ♣❡"❢♦"♠ *❤❡✐" ✇♦"❦✳ ❋♦❝✉;✐♥❣ ✐♥

♣❛"*✐❝✉❧❛" ♦♥ *❤❡ ;♦❝✐❛❧ ;❝✐❡♥❝❡;✱ ❧✐❦❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝;✱ ❝♦♠♣✉*❡" ❡;*✐♠❛*✐♦♥ ♦" ;✐♠✉❧❛*✐♦♥ ♠❛②

♣"♦✈✐❞❡ "❡❧✐❛❜❧❡ "❡;✉❧*; ❜❡②♦♥❞ *❤❡ ♦♥❡; ❛**❛✐♥❛❜❧❡ *❤"♦✉❣❤ *❤❡ ❡❧❡❣❛♥*✱ ❜✉* ❧✐♠✐*❡❞✱ "❛♥❣❡

♦❢ ❛♥❛❧②*✐❝❛❧❧② *"❛❝*❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧; ✭❍❡❧❜✐♥❣✱ ✷✵✶✷✮✳ ❋♦" ❡①❛♠♣❧❡ ❆❣❡♥*✲❇❛;❡❞ ▼♦❞❡❧;✱ ♦"

*❤❡ ❝♦""❡;♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧ *❡❝❤♥✐<✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛; ▼✉❧*✐✲❆❣❡♥* ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥;✱ ✉;✉❛❧❧②

✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ;✉❜;*❛♥*✐❛❧ ❞❡❣"❡❡ ♦❢ ❤❡*❡"♦❣❡♥❡✐*② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛;❡❞ ♦♥ ;✐♠♣❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉"❛❧

❛;;✉♠♣*✐♦♥;✳ ▼✉❧*✐✲❆❣❡♥* ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥;✱ ✇❤✐❝❤ ❛"❡ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱ ♠❛② ❜❡

❛❜❧❡ *♦ "❡♣"♦❞✉❝❡ ;*②❧✐③❡❞ ❢❛❝*; ;*❛"*✐♥❣ ❢"♦♠ ;✐♠♣❧❡ ♦" ❡✈❡♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❛;;✉♠♣*✐♦♥;✱ ❧✐❦❡

❤❡✉"✐;*✐❝; ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧✐**❧❡ ✭♦" ♥♦✮ "❛*✐♦♥❛❧✐*②✳ ❚❤❡;❡ ;✐♠✉❧❛*✐♦♥ "❡;✉❧*; ❛"❡ ;*✐❧❧ ❝♦♠♣❛"❛❜❧❡

✇✐*❤ ❡♠♣✐"✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇✐*❤♦✉* *❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ❝❧♦;❡❞✲❢♦"♠ ;♦❧✉*✐♦♥ *♦ ❜❡ *❡;*❡❞✳

❚❤❡ ❛♣♣❛"❡♥*❧② ;✐♠♣❧❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✮ ♠❛② ❜❡ "❡✈❡❛❧❡❞ *♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭;✐♠♣❧❡✮ ✭❊♣;*❡✐♥✱

✷✵✵✽✮✳ ❙♦♠❡ ♠❛❝"♦✲❧❡✈❡❧ "❡;✉❧*; *❤❛* ❛"❡ ❞✐✣❝✉❧* *♦ ❥✉;*✐❢② ✇✐*❤ ❛ ❘❡♣"❡;❡♥*❛*✐✈❡ ❆❣❡♥*

♠♦❞❡❧ ♠❛② *✉"♥ ♦✉* *♦ ❜❡ "❡❛;♦♥❛❜❧② ✭❛♥❞ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧②✮ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❍❡*❡"♦❣❡♥❡♦✉;

❆❣❡♥*; ❛"❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦" ✭;❡❡✱ ❢♦" ❡①❛♠♣❧❡✱ ❑"✉;❡❧❧ ❛♥❞ ❙♠✐*❤✱ ✶✾✾✽✮✳ ❆* *❤❡ ✈❡"② ;❛♠❡

*✐♠❡✱ ❡✈❡♥ ♠♦❞❡❧; ✇❤✐❝❤ ❛"❡ ❛♥❛❧②*✐❝❛❧❧② *"❛❝*❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢❡❛*✉"✐♥❣ ❝❧❡❛" <✉❛❧✐*❛*✐✈❡ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ✐♥*✉✐*✐♦♥; ♠❛② ❜❡ ❡①*❡♥❞❡❞ ♦" ♠♦❞✐✜❡❞ ✉;✐♥❣ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧ ♠❡*❤♦❞;✳ ❚❤❡ ✉;❡ ♦❢

❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧ *♦♦❧; ♠❛② ❛❧❧♦✇ *♦ ♦❜*❛✐♥ <✉❛♥*✐*❛*✐✈❡ "❡;✉❧*; *❤❛* ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦;;✐❜❧❡

*♦ "❡❛❝❤ ✉;✐♥❣ ✧♣❛♣❡"✲❛♥❞✲♣❡♥❝✐❧✧ ♠❡*❤♦❞; ✭❢♦" ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡❝❛✉;❡ ;♦♠❡ ❢✉♥❝*✐♦♥; ❛"❡ ♥♦*

❛♥❛❧②*✐❝❛❧❧② ✐♥*❡❣"❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ♥♦✇❛❞❛②; *❤✐; ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ "♦✉*✐♥❡❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥ *❤❡ ♣❛;* *❤❡

*❛;❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥;✐❞❡"❡❞ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧❧② *♦♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳

❖♥❡ ♦❢ *❤❡ ❜❡❛✉*② ♦❢ ❝♦♠♣✉*❡" ;✐♠✉❧❛*✐♦♥; ✐; *❤❛*✱ ♦♥❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐*❤ ❣♦♦❞ ❡①♣❧❛♥✉✲

%❛'♦%② ♦% ♣%❡❞✐❝'✐✈❡ ♣♦✇❡% ✐; ❢♦"♠✉❧❛*❡❞✱ *❤✐; *♦♦❧ ✇✐❧❧ ❢❛❝✐❧✐*❛*❡ *❤❡ ❡①♣❧♦"❛*✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝②

♦♣*✐♦♥; ❛♥❞ ✧♣❛"❛❧❧❡❧ ✇♦"❧❞;✧✳ ■♥ ❈❤❛♣*❡" ✶✱ ■ ;*❛"* ❢"♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥✲;♦✉"❝❡✲✐♥❢❡❝*✐♦♥ ✭❈❙■✮

*❤❡♦"❡*✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢"♦♠ ✧▼❛❝"♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥; ♦❢ ❤♦✉;❡❤♦❧❞ ❛♥❞ ♣"♦❢❡;;✐♦♥❛❧ ❢♦"❡✲

❝❛;*❡";✧✱ ❈✳❉✳ ❈❛""♦❧❧✱ ❚❤❡ ◗✉❛%'❡%❧② ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝&✱ ✷✵✵✸✳ ■ ✉;❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥

♦❢ ❡❝♦♥♦♠❡*"✐❝ ❛♥❞ ;✐♠✉❧❛*✐♦♥ ;*"❛*❡❣✐❡; *♦ ;*✉❞② *❤❡ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥ ❢♦"♠❛*✐♦♥ ♣"♦❝❡;; ♦❢

❊✉"♦♣❡❛♥ ❤♦✉;❡❤♦❧❞;✱ ❢♦❝✉;✐♥❣ ♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥;✱ ❛♥❞ ✐*; "♦❧❡ ♦♥ *❤❡ ❛❣❣"❡✲

❣❛*❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝*✐✈✐*②✳ ■ ✜♥❞ *❤❛* (i) *❤❡ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♠♦♥✲;♦✉"❝❡✲✐♥❢❡❝*✐♦♥ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ✐;
;✉♣♣♦"*❡❞ ❜② ❞❛*❛ ♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥;❀ (ii) ♠✐❝"♦✲;✐♠✉❧❛*✐♦♥ "❡;✉❧*; ❝♦♥✜"♠
*❤❛* *❤❡ ❤②♣♦*❤❡;✐; ♦❢ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛"❡ "❡❛;♦♥❛❜❧❡ ✐♥ *❡"♠; ♦❢ "❡♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ;✉"✈❡② ❞❛*❛

❢"♦♠ ❊✉"♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐;;✐♦♥✬; ❈♦♥;✉♠❡" ❙✉"✈❡②❀ (iii) *❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐*② ♦❢ ❛❜;♦"❜✐♥❣ ♥❡✇
✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥ ✐; ✭♥❡❣❛*✐✈❡❧②✮ ❝♦""❡❧❛*❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡"*❛✐♥*② ;♣"❡❛❞ ❜② ♠❡❞✐❛ ❛♥❞

✶✺



✶✻ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

"❤❡ ■♥"❡'♥❡"❀ (iv) ❤♦✉+❡❤♦❧❞+ ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥+ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥ "'✐✈✐❛❧ '♦❧❡ ✐♥ ❞❡"❡'♠✐♥✐♥❣ ♣'✐✈❛"❡

❝♦♥+✉♠♣"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ ♦✉"♣✉" ❣❛♣✳

■♥ ❈❤❛♣"❡' ✷✱ ■ ❡①"❡♥❞ "❤❡ ❈❙■ ♠♦❞❡❧ '❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡' ✶ ✉+✐♥❣ ❛♥ ❆❣❡♥"✲❇❛+❡❞ "❡❝❤✲

♥✐?✉❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐+ "♦ ✉♥❞❡'+"❛♥❞ ✐❢ ❡♠♣✐'✐❝❛❧ ❞❛"❛ ❝♦♥❝❡'♥✐♥❣ ■"❛❧✐❛♥ ❤♦✉+❡❤♦❧❞+ ❡①♣❡❝"❛✲

"✐♦♥+✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛' ♣!✐♠❛ ❢❛❝✐❡ ✐''❛"✐♦♥❛❧✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛++✉♠✐♥❣ "❤❛" ❤♦✉+❡❤♦❧❞+

❤❛✈❡ ❤❡"❡'♦❣❡♥❡♦✉+ ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥+ ❢♦'♠❛"✐♦♥ ♣'♦❝❡++❡+ ❛+ ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡✐' ❡❞✉❝❛"✐♦♥✳ ■♥

❢❛❝"✱ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ "♦ ♦"❤❡' +"'❡❛♠+ ♦❢ ❧✐"❡'❛"✉'❡✱ "❤❡ ♠♦'❡ ❡❞✉❝❛"❡❞ ❛'❡ ❛❧+♦ ♠♦'❡ ✐♥❢♦'♠❡❞

✭▲✉+❛'❞✐ ❛♥❞ ▼✐"❝❤❡❧❧✱ ✷✵✶✶❛✱❜✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦' ♣♦❧✐❝② ♣✉'♣♦+❡+✱ ✐" ✐+ ✐♠♣♦'"❛♥" "♦ ✉♥❞❡'+"❛♥❞

✐❢ "❤❡'❡ ❛'❡ ❞❡♠♦❣'❛♣❤✐❝ ❣'♦✉♣+ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❧❡++ ❛✇❛'❡ ♦❢ "❤❡ ❛❝"✉❛❧ +"❛"❡ ♦❢ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱

+✐♥❝❡ "❤❡+❡ ❛'❡ "❤❡ ❣'♦✉♣+ ♠♦'❡ ✐♥ ♥❡❡❞ ❢♦' +♣❡❝✐✜❝ ❡❞✉❝❛"✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢♦'♠❛"✐♦♥✳

■♥ ❈❤❛♣"❡' ✸✱ ■ ❝♦♥❞✉❝" ❛ '❡♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❛ '♦❜✉+"♥❡++ ❛♥❛❧②+✐+✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜♦"❤ ♥❡✇

❞❛"❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❡①"❡♥+✐♦♥+✱ ♦❢ ✏❯♥❝❡'"❛✐♥ ♦✉"❝♦♠❡+ ❛♥❞ ❝❧✐♠❛"❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦❧✐❝②✑✱ ❘✳ P✐♥❞②❝❦✱

❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ❊♥✈✐!♦♥♠❡♥/❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝0 ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥/ ✱ ✷✵✶✷✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡' ✐+ ❝♦♥❝❡'♥❡❞

✇✐"❤ "❤❡ ❡+"✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡++✲"♦✲♣❛② ♦❢ +♦❝✐❡"② "♦ ❛✈♦✐❞ ❝❧✐♠❛"❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭❛♥❞ '❡✲

❧❛"❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❛♠❛❣❡+✮✳ ❚❤❡ '❡♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♣❛'" '❡♣'♦❞✉❝❡+ "❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ '❡+✉❧"+ ✐♥ ♠❛♥②

✭❛❧"❤♦✉❣❤ ♥♦" ❛❧❧✮ ❝❛+❡+ ❛♥❞ ❝♦♥✜'♠+ "❤❡ ?✉❛❧✐"② ❛♥❞ ✐♥"❡'♣'❡"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✇♦'❦✳ ❈♦♥✲

❝❡'♥✐♥❣ "❤❡ '♦❜✉+"♥❡++ ❛♥❛❧②+✐+✱ ♦♥ "❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ (i) '❡✲❡+"✐♠❛"✐♥❣ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐"❤ ♠♦'❡

'❡❝❡♥" ❞❛"❛ ♦♥ ❝❧✐♠❛"❡ ❝❤❛♥❣❡✱ "❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡++ "♦ ♣❛② ❞♦❡+ ♥♦" ✈❛'② ♠✉❝❤ ✇✐"❤ '❡+♣❡❝" "♦

"❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡'❀ ♦♥ "❤❡ ♦"❤❡' ❤❛♥❞✱ (ii) ❝❤❛♥❣✐♥❣ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ ❢♦'♠ ♣'♦❞✉❝❡+ ♠✉❝❤

❜✐❣❣❡' ❛♥❞ ♣♦"❡♥"✐❛❧❧② ♣'♦❜❧❡♠❛"✐❝ ✐♥❝'❡♠❡♥"+ ♦❢ "❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡++ "♦ ♣❛②✳
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❊①♣❡❝$❛$✐♦♥. ❛♥❞ ✉♥❝❡&$❛✐♥$②✿

❆ ❝♦♠♠♦♥✲.♦✉&❝❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦&

.❡❧❡❝$❡❞ ❊✉&♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥$&✐❡.

▲✉❝❛ ●❡&♦((♦

∗
❆♥(♦♥✐♦ ,❛&❛❞✐.♦

†

❆❜"#$❛❝#

❲❡ ♣&❡.❡♥( ❛ ❝♦♠♠♦♥✲.♦✉&❝❡ ✐♥❢❡❝(✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦& ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ (❤❡ ❢♦&♠❛(✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥.

❜② ❛❣❡♥(.✳ ❲❡ .(❛&( ❢&♦♠ (❤❡ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ♦❢ ✧▼❛❝&♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥. ♦❢ ❤♦✉.❡❤♦❧❞
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ITALY: Response to Generalized One S.D. Innovations 95.0% Marginal confidence bands
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✭❈♦✐❜✐♦♥ ❛♥❞ ●♦1♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ✷✵✶✺✮✳ ❋♦1 %❤✐$ 1❡❛$♦♥✱ %❡$%$ ♦♥ ❛❣❣1❡❣❛%❡ ❡♠♣✐1✐❝❛❧ ❞❛%❛

❝❛♥♥♦% ❞✐$❝1✐♠✐♥❛%❡ ❜❡%✇❡❡♥ ◆■ ❛♥❞ ❙■✳ ❈♦✐❜✐♦♥ ❛♥❞ ●♦1♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✶✺✮ ❛❧$♦ ♣♦✐♥% ♦✉%

%❤❛% ❢♦1 ◆■✱ ❞✐✛❡1❡♥%❧② ❢1♦♠ ❙■✱ %❤❡ ✇❡✐❣❤% ♣✉% ♦♥ %❤❡ $✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞$ ♦♥ ✭ i✮ %❤❡ ♣❡1$✐$✲

%❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ✈❛1✐❛❜❧❡ ✉♥❞❡1 ❝♦♥$✐❞❡1❛%✐♦♥ ❛♥❞ ✭ii✮ %❤❡ ♥♦✐$✐♥❡$$ ♦❢ %❤❡ $✐❣♥❛❧✿ %❤❡ ❤✐❣❤❡1

%❤❡ ✈❛1✐❛♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ♥♦✐$❡✱ %❤❡ ❧❡$$ ❛❣❡♥%$ %❛❦❡ %❤❡ $✐❣♥❛❧ ✐♥%♦ ❝♦♥$✐❞❡1❛%✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛1❧② %♦ ❙■✱ ❇1❛♥❝❤ ✭✷✵✵✹✱ ✷✵✵✼✮ ❛$$✉♠❡$ %❤❛% ❛❣❡♥%$ ❛1❡ 1❛%✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛1❡ ❛❜❧❡ %♦

✉$❡ $♦♣❤✐$%✐❝❛%❡❞ ♠♦❞❡❧$ %♦ 1❡$♦❧✈❡ ✉♥❝❡1%❛✐♥%②✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ $♦♣❤✐$%✐❝❛%❡❞ ♠♦❞❡❧$ ❛1❡ ❝♦$%❧②

✭✐♥ %❡1♠$ ♦❢ ❜♦%❤ %✐♠❡ ❛♥❞ 1❡$♦✉1❝❡$✮ ❛♥❞✱ ❢♦1 %❤✐$ 1❡❛$♦♥✱ $♦♠❡ ❛❣❡♥%$ ♠❛② ♣1❡❢❡1 %♦ ❢♦1♠

%❤❡✐1 ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥$ ✉$✐♥❣ ❛❞❛♣%✐✈❡ ♦1 ♥❛✐✈❡ ♠♦❞❡❧$✳ ❈❛11♦❧❧ ✭✷✵✵✸✮ ❤❛$✱ ✐♥$%❡❛❞✱ ♠♦❞❡❧❧❡❞

%❤❡ ❞✐$❛❣1❡❡♠❡♥% ❛❝1♦$$ ♣❡♦♣❧❡ ❛$ %❤❡ 1❡$✉❧% ♦❢ ❛♥ ✧✐♥❢❡❝%✐♦♥✧ ♣1♦❝❡$$ ❢1♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥

$♦✉1❝❡✳ ❍❡ ❛$$✉♠❡$ %❤❛% ♦♥❧② ❛ $♠❛❧❧ ❢1❛❝%✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥%$ ✭♣1♦❢❡$$✐♦♥❛❧ ❢♦1❡❝❛$%❡1$✮ ❢♦1♠ %❤❡✐1

♦✇♥ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥$✳ ❚❤❡$❡ ♣1♦❢❡$$✐♦♥❛❧ ♦♣✐♥✐♦♥$ %❤❡♥ $♣1❡❛❞ ❛❝1♦$$ %❤❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ✈✐❛ ♥❡✇$

♠❡❞✐❛ ❧✐❦❡ ❛ ✈✐1✉$✳ ■♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❡1✐♦❞✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥% ❤❛$ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣1♦❜❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❤❡❛1✐♥❣ %❤❡

❧❛%❡$% ✧♦✣❝✐❛❧✧ ❢♦1❡❝❛$% %❤1♦✉❣❤ ♥❡✇$❝❛$%$✳ ■❢ %❤✐$ ❤❛♣♣❡♥$✱ ❤❡ ❡Y✉❛❧✐③❡$ ❤✐$ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥

%♦ %❤✐$ ✧♣1♦❢❡$$✐♦♥❛❧✧ ❢♦1❡❝❛$%✱ ♦%❤❡1✇✐$❡ ❤❡ ♠❛✐♥%❛✐♥$ ❤✐$ ♣1❡✈✐♦✉$ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥✳

❲❤❛%❡✈❡1 %❤❡ ❝❛✉$❡ ❣❡♥❡1❛%✐♥❣ ❞✐$❛❣1❡❡♠❡♥% ❛❝1♦$$ ❛❣❡♥%$ ❛♥❞ $%❛❣❣❡1❡❞ ❝❤❛♥❣❡$ ✐♥

❡①♣❡❝%❛%✐♦♥$✱ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡1❡♥❝❡$ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥%✐♦♥❡❞ ❛♣♣1♦❛❝❤❡$ %♦

♠♦❞❡❧✐③❡ %❤❡ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥$ ❧✐❡$ ✐♥ %❤❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐%② ❢♦1 ❧❡$$ ✐♥❢♦1♠❡❞ ❛❣❡♥%$ %♦ 1❡✈✐$❡ %❤❡✐1
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1❡✈✐+❡ &❤❡✐1 ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥+✱ ▼❛♥❦✐✇ ❛♥❞ ❘❡✐+ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❈❛11♦❧❧ ✭✷✵✵✸✮ ❛++✉♠❡ &❤❛& ♦♥❧②

✐♥❢♦1♠❡❞ ❛❣❡♥&+ ❝❤❛♥❣❡ &❤❡✐1 ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥+✳ ❚❤❡ ✉♥✐♥❢♦1♠❡❞ ✭✐♥❛&&❡♥&✐✈❡✮ ❣1♦✉♣✱ ✐♥+&❡❛❞✱

♠❛✐♥&❛✐♥+ &❤❡ ♣1❡✈✐♦✉+ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤②♣♦&❤❡+✐+ &❤❛& ✐♥❛&&❡♥&✐✈❡ ❛❣❡♥&+ ❞♦ ♥♦& 1❡✲

✈✐+❡ ❛& ❛❧❧ &❤❡✐1 ♣1❡✈✐♦✉+ ♦♣✐♥✐♦♥ ♠❛② ❛♣♣❡❛1 H✉✐&❡ +&1♦♥❣ ✐♥ ♣1❛❝&✐❝❡✳ ❊✈❡♥ &❤❡ ♠♦1❡

✏❞✐+❝♦✉1❛❣❡❞✑ ❛❣❡♥&+ ♠❛② &❛❦❡ ❛♥ ❡✛♦1& &♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥✳
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❙&❛1&✐♥❣ ❢1♦♠ ❈❛11♦❧❧ ✭✷✵✵✸✮✱
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✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♠♠♦♥✲+♦✉1❝❡✲✐♥❢❡❝&✐♦♥ ✭❈❙■✮ ♠♦❞❡❧

❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❡①♣❡❝&❡❞ ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ &❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥& 1❛&❡ ❢♦1 ❛ +❡❧❡❝&❡❞ ❣1♦✉♣ ♦❢ ❊✉1♦✲

♣❡❛♥ ❝♦✉♥&1✐❡+✱ ♥❛♠❡❧② ●❡1♠❛♥②✱ ❋1❛♥❝❡✱ ■&❛❧②✱ ❛♥❞ ❯❑✳
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❚❤✐+ ✇♦1❦ ✐+ ✐♥♥♦✈❛&✐✈❡ ✐♥ &❤❡

❢1❛♠❡✇♦1❦ ♦❢ ❈❛11♦❧❧ ✭✷✵✵✸✮ ✐♥ &❤1❡❡ ✇❛②+✳ ❋✐1+&✱ ✇❡ ❣❡♥❡1❛❧✐③❡ &❤❡ ❈❙■ ❢1❛♠❡✇♦1❦✱ ✐♥✲

&1♦❞✉❝✐♥❣ &❤❡ ♣♦++✐❜✐❧✐&② &❤❛& ❛❧+♦ &❤❡ ❢1❛❝&✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐♥❢♦1♠❡❞ ❛❣❡♥&+ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ &❤❡✐1

❡①♣❡❝&❛&✐♦♥+✳ ■♥ &❤✐+ 1❡❣❛1❞✱ ✇❡ ❛++✉♠❡ &❤❛& ✐♥❛&&❡♥&✐✈❡ ❛❣❡♥&+ ❛❝& ❛+ ✏♥❛✐✈❡✑ ❡❝♦♥♦♠❡✲

&1✐❝✐❛♥+✳ ▼♦1❡ ✐♥ ❞❡&❛✐❧✱ &❤❡ ✐❞❡❛ ✐+ &❤❛& &❤❡ ❢♦1♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ✏+♦♣❤✐+&✐❝❛&❡❞✑ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥+

1❡H✉✐1❡+ ❛♥ ✐♥✈❡+&♠❡♥& ♦❢ &✐♠❡ ❛♥❞ 1❡+♦✉1❝❡+ &❤❛& ♦♥❧② ♣1♦❢❡++✐♦♥❛❧ ❢♦1❡❝❛+&❡1+ ♠❛② +✉+✲

&❛✐♥✿ ♥♦♥✲♣1♦❢❡++✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥&+ 1❛&✐♦♥❛❧❧② ♣1❡❢❡1 ♥♦& &♦ +♣❡♥❞ &✐♠❡ ❛♥❞ 1❡+♦✉1❝❡+ &♦ ♣1♦❞✉❝❡

+&❛&❡✲♦❢✲&❤❡✲❛1& ❢♦1❡❝❛+&✐♥❣ ♠♦❞❡❧+✳ ❆+ ❛ ❝♦♥+❡H✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛❣❡♥&+ ❛1❡ ✏✐♥❢❡❝&❡❞✑ ❜② ♥❡✇+✱

&❤❡② ❡♠❜♦❞② ♣1♦❢❡++✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥+❀ ♦&❤❡1✇✐+❡✱ ✐❢ ❛❣❡♥&+ ❛1❡ ♥♦& ✏✐♥❢❡❝&❡❞✑✱ &❤❡② ❡①✲

♣❧♦✐& &❤❡ ♦❧❞ ✐♥❢♦1♠❛&✐♦♥ &♦ ❜✉✐❧❞ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥+ ✉+✐♥❣ +✐♠♣❧❡ ♥❛✐✈❡ ♠♦❞❡❧+✱ ✇✐&❤ ❛ +♠❛❧❧

❡✛♦1& ✐♥ &❡1♠+ ♦❢ &✐♠❡ ❛♥❞ 1❡+♦✉1❝❡+✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ &❤❡ ❦❡② ♣❛1❛♠❡&❡1 ♠❡❛+✉1✐♥❣
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ln(Ct) =γC1 ln(Ct−1) + γC2 ln(Ct−2) + γY 0 ln(Yt) + γY 1 ln(Yt−1) + γEU0EUt + γEU1EUt−1

+ γEU2EUt−2 + γEU3EUt−3 + γEU4EUt−4 + γπ0∆π
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%❤❡ %❤)❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%. ✐. ♥♦% .%❛%✐.%✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡)❡♥% ❢)♦♠ ③❡)♦✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ %❤❛% ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥%

❡①♣❡❝%❛%✐♦♥. ❛)❡ ♥♦% .✐❣♥✐✜❝❛♥% ✐♥ %❤❡ ❡))♦)✲❝♦))❡❝%✐♦♥ %❡)♠ ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✷✮✳

✶✺

❚❤❡)❡❢♦)❡✱ ❞❛%❛

❝♦♥✜)♠ %❤❛% ❛❧.♦ ✐♥ ●❡)♠❛♥② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ %❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥% ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥. ❤❛. ❛ .❤♦)%✲

%❡)♠ ❡✛❡❝%✱ ❜✉% %❤❡)❡ ✐. ♥♦% ❡♥♦✉❣❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ %❤❛% ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥. ❛✛❡❝% ❛❧.♦ %❤❡ ❧♦♥❣✲)✉♥

❡=✉✐❧✐❜)✐✉♠✳

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣(♦♠♣*❧② ,♣❡♥*✱ ❧✐❦❡ ✐♥*❡(❡,* ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥*, ❢(♦♠ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛,,❡*,✱ ❛♥❞ (❡♥*, ❛♥❞ ♥❡*

♣(♦✜*, ❢(♦♠ ❜✉,✐♥❡,,❡,✳

✶✷

❆ ,✐♥❣❧❡✲❡9✉❛*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ ,♣✐(✐* ♦❢ *❤❡ ❉❍❙❨ ✭❉❛✈✐❞,♦♥ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✼✽✮ *❤❡♦(❡*✐❝❛❧❧② (❡9✉✐(❡, *❤❡ ♣(❡,❡♥❝❡

❛♥ ✉♥✐9✉❡ ❝♦✐♥*❡❣(❛*✐♥❣ (❡❧❛*✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ✇❡❛❦ ❡①♦❣❡♥❡✐*② ✭❏♦❤❛♥,❡♥✱ ✶✾✾✷✮ *♦ ♣(♦✈✐❞❡ ✉♥❜✐❛,❡❞ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥*

(❡,✉❧*,✳ ❚❤❡ ❏♦❤❛♥,❡♥ ❝♦✐♥*❡❣(❛*✐♦♥ *❡,* ❢❛✐❧, *♦ (❡❥❡❝* *❤❡ ♣(❡,❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐9✉❡ ❝♦✐♥*❡❣(❛*✐♥❣ (❡❧❛*✐♦♥

❛♠♦♥❣ ❝♦♥,✉♠♣*✐♦♥✱ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐♥✢❛*✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥,✱ ❜✉* ❛ ✇❡❛❦ ❡①♦❣❡♥❡✐*② *❡,* (❡❥❡❝*,

*❤❛* *❤❡,❡ ❧❛,* *❤(❡❡ ❛(❡ ❡①♦❣❡♥♦✉,✳ ❙*✐❧❧✱ ❛, ,✉,*❛✐♥❡❞ ✐♥ ,❡✈❡(❛❧ ❡♠♣✐(✐❝❛❧ ♣❛♣❡(, ✭,❡❡✱ ❢♦( ❡①❛♠♣❧❡✱

❈♦♥,*❛♥*✐♥❡,❝✉ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ *❤❡ ❆❘❉▲ ❛♣♣(♦❛❝❤ ✐, (♦❜✉,* *♦ *❤❡ ♣(❡,❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐*②✳ ■❢ *❤❡ ❧❛❣,

❛(❡ ,❡❧❡❝*❡❞ ❜② ✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥ ❝(✐*❡(✐♦♥✱ *❤❡ (❡,✉❧*, ❛(❡ 9✉✐*❡ (♦❜✉,*✳ ❋♦( *❤✐, (❡❛,♦♥✱ ✐♥,*❡❛❞ ♦❢ ,*❛(*✐♥❣

❢(♦♠ *❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ,♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥ ♦❢ ❉❛✈✐❞,♦♥ ❡* ❛❧✳ ✭✶✾✼✽✮✱ ✇❡ ,*❛(* ❢(♦♠ ❛♥ ❆❘❉▲ ♠♦❞❡❧ ,❡❧❡❝*❡❞ ❜② *❤❡

❙❝❤✇❛(③ ❇❛②❡,✐❛♥ ✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥ ❝(✐*❡(✐♦♥✱ ❛, ,✉❣❣❡,*❡❞ ❜② ❈♦♥,*❛♥*✐♥❡,❝✉ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

✶✸ ∆ ln(Ct) =βC1∆ ln(Ct−1) + βY 1∆ ln(Yt) + βY 2∆ ln(Yt−1) + βEU1∆EUt

+ βEU2∆EUt−1 + βEU3∆EUt−2 + βEU4∆EUt−3 + βπ1∆πPCE
t + δecmt−1 + ǫt

✶✹

❋♦"#✉♥❛#❡❧②✱ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✶✳✼ ❞❛#❛ ♦♥ #❤❡ ♦✉#♣✉# ❣❛♣ ❝♦♥✜"♠ #❤❛# ❡①♣❡❝#❛#✐♦♥8 ✐♥✢✉❡♥❝❡ #❤❡ "❡❛❧ ❛❝#✐✈✐#②

❛❧8♦ ✐♥ ●❡"♠❛♥②

✶✺

■# ❝❛♥ ❜❡ 8❤❛✇♥ #❤❛# αEU = γEU2+γEU3+γEU4

1−γC1−γC2

✳
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γC1
✵✳✻✶✸✯✯✯

✭✵✳✵✾✹✮

✵✳✽✹✺✯✯✯

✭✵✳✵✹✾✮

✶✳✷✽✵✯✯✯

✭✵✳✵✼✶✮

✵✳✾✷✸✯✯✯

✭✵✳✵✷✷✮

γC2
✵✳✷✵✺✯✯

✭✵✳✵✽✵✮

✲✵✳✸✺✵✯✯✯

✭✵✳✵✻✺✮

γY 0
✵✳✶✼✵✯✯✯

✭✵✳✵✹✺✮

✵✳✻✺✷✯✯✯

✭✵✳✵✼✽✮

✵✳✵✺✷✯✯✯

✭✵✳✵✶✽✮

✵✳✵✼✵✯✯✯

✭✵✳✵✷✺✮

γY 1
✲✵✳✺✵✺✯✯✯

✭✵✳✵✼✻✮

γEU0 · 100
✲✵✳✵✶✹✯✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✶✶✯✯

✭✵✳✵✵✹✮

✲✵✳✵✷✷✯✯✯

✭✵✳✵✵✺✮

γEU1 · 100

γEU2 · 100
✲✵✳✵✷✾✯✯✯

✭✵✳✵✵✻✮

γEU3 · 100
✵✳✵✸✾✯✯✯

✭✵✳✵✵✽✮

γEU4 · 100
✲✵✳✵✶✺✯✯

✭✵✳✵✵✻✮

γπ0
✲✵✳✵✾✽✯✯

✭✵✳✵✹✻✮

✲✵✳✶✺✷✯✯✯

✭✵✳✵✺✵✮

✵✳✶✸✵

✭✵✳✵✾✸✮

✲✵✳✵✽✼✯

✭✵✳✵✹✹✮

γπ1
✲✵✳✷✹✷✯✯✯

✭✵✳✵✻✾✮

γ0
✵✳✵✽✾✯

✭✵✳✵✺✶✮

✵✳✵✺✻

✭✵✳✵✼✷✮

✵✳✶✺✷✯✯

✭✵✳✵✼✹✮

✵✳✵✻✹

✭✵✳✵✻✵✮
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❇❛②❡'✐❛♥ ✐♥❢♦1♠❛(✐♦♥ ❝1✐(❡1✐♦♥✳ ❋♦1 ●❡1♠❛♥②✱ ❛ ❞✉♠♠② ❢♦1 ✷✵✵✼◗✶ ✐' ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❲❤❡♥ ✇1✐((❡♥ ✐♥ ✜1'(

❞✐✛❡1❡♥❝❡'✱ (❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(' δ ♦♥ (❤❡ ecmt−1 ❛1❡✿ ❋1❛♥❝❡ −0.182∗∗∗✱ ●❡1♠❛♥② −0.109∗∗✱ ■(❛❧② −0.070∗∗∗✱

❯❑ −0.077∗∗∗✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❊00♦0✲❝♦00❡❝,✐♦♥ ▲♦♥❣ ❘✉♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥,+ ❊7✳ ✭✶✳✷✮

❋❘❆ ●❊❘ ■❚❆ ❯❑

αY
✵✳✾✸✸✯✯✯

✭✵✳✵✸✾✮

✵✳✾✵✹✯✯✯

✭✵✳✵✼✼✮

✵✳✼✸✾✯✯✯

✭✵✳✶✸✹✮

✵✳✾✵✼✯✯✯

✭✵✳✶✵✵✮

αEU · 100
✲✵✳✵✼✼✯✯✯

✭✵✳✵✷✷✮

−0.032†

✭✵✳✵✸✷✮

✲✵✳✶✺✶✯

✭✵✳✵✼✾✮

✲✵✳✷✽✹✯✯✯

✭✵✳✵✾✸✮

απ
✲✵✳✺✹✵✯

✭✵✳✸✶✹✮

✲✶✳✷✷✯✯✯

✭✵✳✸✻✶✮

✲✶✳✻✶✯✯✯

✭✵✳✹✵✷✮

✲✶✳✶✸✵✯

✭✵✳✻✷✼✮

α0
✵✳✹✾✶

✭✵✳✸✹✮

✵✳✻✽✺

✭✵✳✻✺✼✮

✷✳✶✼✷✯

✭✶✳✶✸✶✮

✵✳✽✸✽

✭✵✳✽✻✷✮
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✶✳✸ ❚❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❢'❛♠❡✇♦'❦

✶✳✸✳✶ ❈❛%%♦❧✬) ❈❙■ ❢%❛♠❡✇♦%❦

❈❛$$♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮ ✐♥/$♦❞✉❝❡❞ ❛ ❈❙■ ♠♦❞❡❧ /♦ ❢♦$♠❛❧✐③❡ ❤♦✉:❡❤♦❧❞: ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥:✳ ■♥

/❤✐: ❢$❛♠❡✇♦$❦✱ /❤❡ ✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥ ♣$♦♣❛❣❛/❡: /❤$♦✉❣❤ /❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛: ❛ ✈✐$✉: ❛♥❞ ❡❛❝❤

❛❣❡♥/ ❤❛: ❛ ❣✐✈❡♥ ♣$♦❜❛❜✐❧✐/② /♦ ❜❡ ✐♥❢❡❝/❡❞✳ ❉❡♥♦/✐♥❣ ✇✐/❤ x /❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥/❡$❡:/✱ /❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥/: ❝❤❛$❛❝/❡$✐③❡ ❈❛$$♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮✬: ♠♦❞❡❧✿

✶✻

■ ❚❤❡ /②♣✐❝❛❧ ♣❡$:♦♥ ❜❡❧✐❡✈❡: /❤❛/ xt ❜❡❤❛✈❡: ❧✐❦❡ ❛ ♥♦♥✲#$❛$✐♦♥❛'② #$♦❝❤❛#$✐❝ ♠♦❞❡❧ ✿

xt = x∗t + ǫt ✭✶✳✸✮

x∗t+1 = x∗t + ηt+1, ✭✶✳✹✮

✇❤❡$❡ x∗t $❡♣$❡:❡♥/: /❤❡ ✏❢✉♥❞❛♠❡♥/❛❧ ✈❛❧✉❡✑ ♦❢ xt✱ ❛♥❞ /❤❡ ❞✐:/✉$❜❛♥❝❡ ǫt ❛♥❞ /❤❡

✐♥♥♦✈❛/✐♦♥ ηt ❛$❡ ●❛✉::✐❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ ♣$♦❝❡::❡:✳

■■ ❖♥❧② ♣$♦❢❡::✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛:/❡$:✱ ❛ ❣$♦✉♣ ♦❢ ❡①♣❡$/ ❛❣❡♥/:✱ ❛$❡ ❛❜❧❡ /♦ ❢♦$♠ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥:

♦♥ xt+1✳ ❚❤❡:❡ ❣$♦✉♣: ♦❢ ❡①♣❡$/: ❤❛✈❡ /❤❡ ❛❜✐❧✐/② /♦ ♦❜:❡$✈❡ ❡①❛❝/❧② x∗t+1✱ :♦ /❤❛/

/❤❡ ♣$❡❞✐❝/✐♦♥ ♦❢ xt+1 ❝♦$$❡:♣♦♥❞: /♦

Nt [xt+1] = x∗t+1 = x∗t + ηt+1, ✭✶✳✺✮

✇❤❡$❡ Nt [xt+1] ✐♥❞✐❝❛/❡: /❤❡ ♣$♦❢❡::✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛:/: ♣$❡❞✐❝/✐♦♥✳ ■♥ ♦/❤❡$ ✇♦$❞:✱ /❤❡

✐♥♥♦✈❛/✐♦♥ ηt+1 ✐: ❛❧✇❛②: ♦❜:❡$✈❡❞ ❜② ❡①♣❡$/ ❛❣❡♥/: ✐♥ ♣❡$✐♦❞ t✳✶✼✳
■■■ N$♦❢❡::✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛:/❡$: ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥: :♣$❡❛❞ ✐♥ /❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✈✐❛ ♥❡✇: ♠❡❞✐❛ ✭✐✳❡✳✱

/❤❡ :♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❝♦♠♠♦♥ :♦✉$❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝/✐♦♥✑✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡$✐♦❞✱ ❛♥ ❛❣❡♥/ i ❤❛: ❛ ♣$♦❜✲

❛❜✐❧✐/② λ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥❢❡❝/❡❞ ❜② /❤❡ ✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥ ❛♥❞✱ /❤❡♥✱ /♦ $❡✈✐:❡ /❤❡ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥

✐♥❝♦$♣♦$❛/✐♥❣ /❤❡ ♣$♦❢❡::✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛:/❡$: ♣$❡❞✐❝/✐♦♥✳

✶✽

■❱ Nt+k [xt+k+1] ✐: ❛ ❞✐✛❡$❡♥/ ✧✈✐$✉:✧ ✇✐/❤ $❡:♣❡❝/ /♦ Nt+k+h [xt+k+h+1] ∀k ≥ 0, h > 0✳
❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❢❡❝/❡❞ ❛/ ❛ ❣❡♥❡$✐❝ /✐♠❡ t ♥❡✈❡$ $❡❝♦✈❡$ ❢$♦♠ /❤❡ ✧✈✐$✉:✧❀ ✐♥ ♦/❤❡$

✇♦$❞:✱ ❛❣❡♥/: ✇❤♦ ❛❝T✉✐$❡ Nt+k [xt+k+1] ♥❡✈❡$ ❢♦$❣❡/ /❤✐: ✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥✳

❯♥❞❡$ /❤✐: :❡/ ♦❢ ❛::✉♠♣/✐♦♥:✱ /❤❡ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥ ♦❢ x ❛/ /✐♠❡ t+ 1 ❜② ❛ ❣❡♥❡$✐❝ ♥♦♥✲❡①♣❡$/

❛❣❡♥/ i ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐//❡♥ ❛:✿

Ei
t [xt+1] = Ei

t

[
x∗t+1

]
+ Ei

t [ǫt+1]︸ ︷︷ ︸
=0

. ✭✶✳✻✮

■❢ ❛❣❡♥/ i ✐: ✏✐♥❢❡❝/❡❞✑ ❛/ /✐♠❡ t✱ /❤❡♥ ❊T✳ ✭✶✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐//❡♥ ❛:✿

Ei
t [xt+1] = Nt [xt+1] = x∗t+1. ✭✶✳✼✮

✶✻

❈❛""♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮ ✉-❡❞ 0❤❡-❡ ❛--✉♠♣0✐♦♥- 0♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡-❝"✐❜✐♥❣ 0❤❡ ❢♦"♠❛0✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢❛0✐♦♥

❡①♣❡❝0❛0✐♦♥-✳ ❚❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ✐♥0"♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❛""♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮ ✐- ❣❡♥❡"❛❧ ❡♥♦✉❣❤ 0♦ ❜❡ ❡①0❡♥❞❡❞ 0♦

♦0❤❡" ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛"✐❛❜❧❡- -✉❝❤ ❛- ●❉C✱ ❞✐-♣♦-❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ❝♦♥-✉♠♣0✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥0✳

✶✼

■0 ✐- ✐♠♣♦"0❛♥0 0♦ ♥♦0❡ 0❤❛0 ❢✉0✉"❡ ✈❛❧✉❡- ♦❢ η ❜❡②♦♥❞ t + 1 ❛"❡ ✉♥♦❜-❡"✈❛❜❧❡ ❢♦" ❡①♣❡"0 ❛❣❡♥0- ✐♥
♣❡"✐♦❞ t✳

✶✽

■♥ 0❡"♠- ♦❢ ❡F✉❛0✐♦♥ ✭✶✳✺✮✱ 0❤✐- ♠❡❛♥- 0❤❛0 ♥♦♥✲❡①♣❡"0 ❛❣❡♥0-✱ ✐❢ ✐♥❢❡❝0❡❞ ❢♦" ❡①❛♠♣❧❡ ❛0 0✐♠❡ t✱ ❛"❡
❛❜❧❡ 0♦ ♦❜-❡"✈❡ ❞✐"❡❝0❧② 0❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥0❛❧ ✈❛❧✉❡ x∗

t+1✱ ✇✐0❤♦✉0 0❤❡ ❛❜✐❧✐0② 0♦ ❞✐-❡♥0❛❣❧❡ x
∗
t ❢"♦♠ ηt+1 ✭✉♥❧❡--

0❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❢❡❝0❡❞ ❛❧-♦ ✐♥ ♣❡"✐♦❞ t− 1✮✳
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■❢ ❛❣❡♥( i ✐* ♥♦( ✐♥❢❡❝(❡❞ ✐♥ t✱ ❜✉( ✇❛* ✐♥*(❡❛❞ ✐♥❢❡❝(❡❞ ❛( (✐♠❡ t− 1✱ ❊4✳ ✭✶✳✻✮ ✐* ❡4✉❛❧ (♦

Ei
t [xt+1] = Nt−1 [xt+1] = Nt−1 [xt] = Ei

t−1 [xt] = x∗t . ✭✶✳✽✮

❆❝❝♦<❞✐♥❣ (♦ (❤❡*❡ <✉❧❡*✱ (❤❡ ❛✈❡<❛❣❡ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥ ♦❢ x ❛( (✐♠❡ t+1 ❝❛♥ ❜❡ <❡♣<❡*❡♥(❡❞

❛*✿

Mt [xt+1] = λNt [xt+1] + (1− λ) {λNt−1 [xt] + (1− λ) (λNt−2 [xt−1] . . .)}, ✭✶✳✾✮

✇❤❡<❡ Mt [xt+1] ❞❡♥♦(❡* (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✲♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥* ♦❢ xt+1 ♠❛❞❡ ✐♥ t✱
Nt [xt+1] <❡♣<❡*❡♥(* (❤❡ ♣<♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦<❡❝❛*(❡<* ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥ ❛* <❡♣♦<(❡❞ ❜② ♥❡✇* ♠❡❞✐❛ ✐♥

t✱ ❛♥❞ λ ✐* (❤❡ ♣<♦♣♦<(✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦<♠❡❞ ❛❣❡♥(* ✐♥❢❡❝(❡❞ ❜② ♥❡✇* ♠❡❞✐❛✳

●✐✈❡♥ (❤❡ ♣<♦♣❡<(② ♦❢ (❤❡ ❧❛❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭L✮✱ (❤❡ <✐❣❤(✲❤❛♥❞ *✐❞❡ ♦❢ ✭✶✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡

<❡✇<✐((❡♥ ❛*✿

λNt [xt+1] + (1− λ) {λNt−1 [xt] + (1− λ) (λNt−2 [xt−1] . . .)} =

{1 + (1− λ)L+ (1− λ)2 L2 + . . .}λNt [xt+1] =

1

1− (1− λ)L
λNt [xt+1] .

✭✶✳✶✵✮

❚❤✉* ❊4✳ ✭✶✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣<❡**❡❞ ❛*✿

Mt [xt+1] =
1

1− (1− λ)L
λNt [xt+1] ✭✶✳✶✶✮

♦<

[1− (1− λ)L]Mt [xt+1] = λNt [xt+1] ✭✶✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ ❝♦<<❡*♣♦♥❞* (♦

Mt [xt+1] = λNt [xt+1] + (1− λ)Mt−1 [xt] . ✭✶✳✶✸✮

❲❤❡♥ (❤❡ (✐♠❡ ✐* ❡①♣<❡**❡❞ ✐♥ 4✉❛<(❡<* ❛♥❞ ❢♦<❡❝❛*(* ❛<❡ ♠❛❞❡ ♦✈❡< (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛<

✭✐✳❡✳ ❢<♦♠ t (♦ t+ 4✮✱ ❊4✳ ✭✶✳✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇<✐((❡♥ ❛*✿

Mt [xt+4] = λNt [xt+4] + (1− λ)Mt−1 [xt+3] , ✭✶✳✶✹✮

✇❤❡<❡ Mt [xt+4] ♥♦✇ ✐♥❞✐❝❛(❡* (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✲♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥* ♦♥ x ♠❛❞❡ ✐♥ t
♦✈❡< (❤❡ 4✉❛<(❡< t+4 ❛♥❞ Nt [xt+4] ❛<❡ (❤❡ ♣<♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦<❡❝❛*(❡<* ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥ ❛* ♣✉❜❧✐*❤❡❞

❜② (❤❡ ♥❡✇* <❡♣♦<(* ✐♥ t✳ ▼♦<❡ ❞❡(❛✐❧* ♦♥ (❤❡ ❞❡<✐✈❛(✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✶✹✮ ❛<❡ <❡♣♦<(❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①

✶✳❆✳✶✳

❈❛<<♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮ ✉*❡* ❊4✳ ✭✶✳✶✹✮ (♦ ✐♥✈❡*(✐❣❛(❡ (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢❛(✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥( ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥* ✐♥ (❤❡ ❯❙ ❢♦< (❤❡ ♣❡<✐♦❞ ❛❢(❡< (❤❡ *❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ ✶✾✼✵*✳ ❚❤❡ <❡*✉❧(*

*❤♦✇ (❤❛( ♣❡♦♣❧❡ ♦♥❧② ♦❝❝❛*✐♦♥❛❧❧② ♣❛② ❛((❡♥(✐♦♥ (♦ ♥❡✇* <❡♣♦<(*✿ (❤❡ ❢<❛❝(✐♦♥ ♦❢ ✉♣✲

❞❛(❡<* ✐*✱ ♦♥ ❛✈❡<❛❣❡✱ ❡4✉❛❧ (♦ ✵✳✷✺✳ ❚❤✐* ✐♥❛((❡♥(✐♦♥ ❣❡♥❡<❛(❡* ❤✐❣❤ ❞❡❣<❡❡ ♦❢ ✑*(✐❝❦②♥❡**✑

✐♥ ❛❣❣<❡❣❛(❡ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥*✱ ✇✐(❤ ✐♠♣♦<(❛♥( ♠❛❝<♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥*❡4✉❡♥❝❡*✳

❖♥❡ ♦❢ (❤❡ ❝❡♥(<❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛(✐♦♥ ✐♥ ❈❛<<♦❧❧✬* ♠♦❞❡❧ ✐* (❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐(② ♦❢ ✐♥❛((❡♥(✐✈❡ ❛❣❡♥(*

(♦ ❝❤❛♥❣❡ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥*✳ ❚❤✐* ♣♦✐♥( ✐* (❤❡ <❡*✉❧( ♦❢ (❤❡ ♣❛<(✐❝✉❧❛< ♣<♦❝❡** ❛**✉♠❡❞ ❢♦< xt
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✭♣♦✐♥' ■✮ ❛♥❞ ♦❢ '❤❡ ❛//✉♠♣'✐♦♥ '❤❛' ηt+1 ✐/ ♣2❡❞✐❝'❛❜❧❡ ♦♥❧② ❜② ♣2♦❢❡//✐♦♥❛❧ ❢♦2❡❝❛/'❡2/

✭♣♦✐♥' ■■✮✳ ❚❤❡ ❥✉/'✐✜❝❛'✐♦♥ ❢♦2 ♣♦✐♥' ✭■■✮ ✐/ '❤❛' ♦❜/❡2✈✐♥❣ ηt+1 2❡=✉✐2❡/ ❛ ❝♦/'❧② ❛❝'✐✈✐'②

✭✐♥ '❡2♠/ ♦❢ '✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦♥❡② /♣❡♥' '♦ /'✉❞② ❤♦✇ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇♦2❦/✮ ❢♦2 ❛ '②♣✐❝❛❧ ♣❡2/♦♥✳

❙✐♥❝❡ ♥❡✇/ 2❡♣♦2'/ ♣2♦✈✐❞❡ ❢♦2❡❝❛/'/ ❢♦2 ❢2❡❡✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣2❡❢❡2/ '♦ ❞❡❞✐❝❛'❡ '✐♠❡ '♦

♦'❤❡2 ❛❝'✐✈✐'✐❡/ /✉❝❤ ❛/ ✇♦2❦✱ ❢❛♠✐❧②✱ ❤♦❜❜✐❡/✱ ❡'❝✳

✶✳✸✳✷ ❆ ♥❡✇ ❈❙■ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦, ❝❤❛♥❣❡6 ♦❢ ✐♥❛77❡♥7✐✈❡

❛❣❡♥76 ♣,❡❞✐❝7✐♦♥6

❲✐'❤ 2❡/♣❡❝' '♦ ❈❛22♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮✬/ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② ♣♦✐♥' ✭■✮ ❛/ ❢♦❧❧♦✇/✿

I ′ ❚❤❡ '②♣✐❝❛❧ ♣❡2/♦♥ ❜❡❧✐❡✈❡/ '❤❛' xt ❜❡❤❛✈❡/ ❧✐❦❡ ❛  !❛!✐♦♥❛&②  !♦❝❤❛ !✐❝ ♠♦❞❡❧ ✿

✶✾

xt = x∗t + ǫt ✭✶✳✶✺✮

x∗t+1 = α + βx∗t + ηt+1, 0 ≤ β < 1 ✭✶✳✶✻✮

✇❤❡2❡ β 2❡♣2❡/❡♥'/ '❤❡ ❛✉'♦2❡❣2❡//✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ♦❢ '❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣2♦❝❡//✱

α ✐/ ❛ ❝♦♥/'❛♥' '❡2♠ ❛♥❞ '❤❡ ❞✐/'✉2❜❛♥❝❡ ǫt ❛♥❞ '❤❡ ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥ ηt ❛2❡ ●❛✉//✐❛♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♣2♦❝❡//❡/✳

❚❤✐/ ❛//✉♠♣'✐♦♥ ✐♥'2♦❞✉❝❡/ ❛♥ ✐♠♣♦2'❛♥' ❝❤❛♥❣❡ ✇✐'❤ 2❡/♣❡❝' '♦ ❈❛22♦❧❧✬/ ✈❡2/✐♦♥✳ ◆♦✇✱

'②♣✐❝❛❧ ❛❣❡♥'/ ♠❛② ❢♦2♠ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥/ ❜② '❤❡♠/❡❧✈❡/✱ ❢2♦♠ ♦♥❡ ♣❡2✐♦❞ '♦

❛♥♦'❤❡2✱ ✇✐'❤♦✉' 2❡❧②✐♥❣ ♦♥ /'❛'❡✲♦❢✲'❤❡✲❛2' ♣2♦❢❡//✐♦♥❛❧ ❢♦2❡❝❛/'❡2/ ❡/'✐♠❛'❡/✳ ❆ ❝2✉❝✐❛❧

✐♠♣❧✐❝❛'✐♦♥ ✐/ '❤❛'✱ ❣✐✈❡♥ '❤❡ ✐♥❢♦2♠❛'✐♦♥ /❡' ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ '❤❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥ ❜② ❛ ♥♦♥✲❡①♣❡2'

❛❣❡♥' ❢♦2 xt+j ✐/ ❞✐✛❡2❡♥' ❢2♦♠ '❤❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥ ❢♦2 xt+j+1 ✭∀j 6= 0✮✳✷✵

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ /✐♠✐❧❛2 '♦ '❤❛' ♣2❡/❡♥'❡❞ ✐♥ /✉❜/❡❝'✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❤❡❧♣/ '♦ ❝❧❛2✐❢② '❤❡ ❞✐✛❡2❡♥'

✐♠♣❧✐❝❛'✐♦♥/✳ ❯♥❞❡2 '❤❡ ♥❡✇ ❛//✉♠♣'✐♦♥ ✭I ′✮ ❛♥❞ ♠❛✐♥'❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥'/ II − IV ❞✐/❝✉//❡❞

✐♥ /✉❜/❡❝'✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ '❤❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥ ♦❢ x ❛' '✐♠❡ t+1 ❜② ❛ ❣❡♥❡2✐❝ ♥♦♥✲❡①♣❡2' ❛❣❡♥' i ❝❛♥
❜❡ ✇2✐''❡♥ ❛/✿

Ei
t [xt+1] = Ei

t

[
x∗t+1

]
+ Ei

t [ǫt+1]︸ ︷︷ ︸
=0

. ✭✶✳✶✼✮

■❢ ❛❣❡♥' i ✐/ ✏✐♥❢❡❝'❡❞✑ ❛' '✐♠❡ t✱ '❤❡♥ ❊=✳ ✭✶✳✶✼✮ ✐/ ❡=✉❛❧ '♦

Ei
t [xt+1] = Nt [xt+1] = x∗t+1. ✭✶✳✶✽✮

✶✾

❋!♦♠ ❛ ♠❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ♣♦✐♥% ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ 1%❛%✐♦♥❛!② ♣!♦❝❡11 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ −1 < β < 1✳
❆♥②✇❛②✱ ✐❢ β ✇❡!❡ ♥❡❣❛%✐✈❡✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ 1❤♦❝❦ η ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛♥ ♦1❝✐❧❧❛%♦!② ♣❛%%❡!♥ ♦❢ %❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥%❡!❡1%✳ ❖1❝✐❧❧❛%♦!② ♣❛%%❡!♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛1 ♥♦ ❝♦♥✜!♠❛%✐♦♥ ♦♥ ❡♠♣✐!✐❝❛❧ ❞❛%❛ ♦❢ %❤❡

♠❛❝!♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛!✐❛❜❧❡1 ✇❡ ❛!❡ ❣♦✐♥❣ %♦ 1%✉❞② ❛♥❞✱ ♠♦!❡ ✐♥ ❣❡♥❡!❛❧✱ %♦ ♠❛❝!♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛!✐❛❜❧❡1 ❢♦!

✇❤✐❝❤ %❤✐1 ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❛11✉♠♣%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ❛✉%♦!❡❣!❡11✐✈❡ ♥❛%✉!❡ ♦❢ %❤❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❤❛1 ❜❡❡♥

♠❛❞❡ ❛❧1♦✱ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡!❡♥% 1❡%✉♣✱ ❜② %❤❡ ✧♥♦✐1② ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥✧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❲♦♦❞❢♦!❞ ✭✷✵✵✸✮✳

✷✵

❋✉!%❤❡!♠♦!❡✱ ♦♥ %❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✉♥❞❡! %❤❡ !❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❤②♣♦%❤❡1✐1 ♦❢ ❊F✳ ✭✶✳✹✮ ✐♥❢♦!♠❡❞ ❛❣❡♥%1 ❤❛✈❡

1✉♣❡!✐♦! ✐♥❢♦!♠❛%✐♦♥ ❛❧1♦ ❝♦♥❝❡!♥✐♥❣ %❤❡ ❧♦♥❣✲!✉♥ ❤♦!✐③♦♥✿ ✐♥ ♣❡!✐♦❞ t✱ %❤❡ ❜❡1% ❣✉❡11 ❢♦! x∗
∞ = x∗

t+1 =
x∗
t + ηt+1✳ ❙♦✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧1 ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❧❡❛!♥❡❞ ❛❜♦✉% x∗

t+1 ✭❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐%❧② ❛❜♦✉% ηt+1✮ ❤❛✈❡ ♠♦!❡ ♣!❡❝✐1❡

1❤♦!% ❛♥❞ ❧♦♥❣✲!✉♥ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥1 ✇✐%❤ !❡1♣❡❝% %♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧1 ✇❤♦ ❤❛✈❡ !❡❛❞ ♣!♦❢❡11✐♦♥❛❧ ❢♦!❡❝❛1%1 ♦♥❧② ♦♥❡✱

♦! ❡✈❡♥ ♠♦!❡✱ ♣❡!✐♦❞1 ❜❡❢♦!❡✳ ❖♥ %❤❡ ♦%❤❡! ❤❛♥❞✱ %❤❡!❡ ✐1 ♥♦ ❧♦♥❣✲♣❡!✐♦❞ ❛❞✈❛♥%❛❣❡ ✉♥❞❡! %❤❡ 1%❛%✐♦♥❛!②

♣!♦❝❡11 ♦❢ ✭✶✳✶✻✮✱ 1✐♥❝❡ x∗
∞ = α

1−β ✿ ✐♥❢♦!♠❡❞ ❛❣❡♥%1 ❤❛✈❡ ❛ ♠♦!❡ ♣!❡❝✐1❡ 1❤♦!%✲!✉♥ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡

❡①♣❡❝%❛%✐♦♥1 ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥%1 ✭✐♥❢♦!♠❡❞ ❛♥❞ ✉♥✐♥❢♦!♠❡❞✮ ❝♦♥❝❡!♥✐♥❣ %❤❡ ❧♦♥❣✲!✉♥ ❤♦!✐③♦♥ ❝♦♥✈❡!❣❡ %♦ %❤❡

1❛♠❡ 1%❡❛❞② ❧❡✈❡❧ x∗
∞✳
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■❢ ❛❣❡♥( i ✐* ♥♦( ✐♥❢❡❝(❡❞ ✐♥ t✱ ❜✉( ✇❛* ✐♥*(❡❛❞ ✐♥❢❡❝(❡❞ ❛( (✐♠❡ t− 1✱ ❤❡ ❞♦❡* ♥♦( ❦♥♦✇ (❤❡

✐♥♥♦✈❛(✐♦♥ ηt+1 ❜✉(✱ ❡①❝❡♣( ❢♦8 (❤❡ ❞✐*(✉8❜❛♥❝❡*✱ ❤❡ ✐* ❛✇❛8❡ ♦❢ (❤❡ ♣8♦❝❡**✱ *♦ ❊:✳ ✭✶✳✶✼✮

✐* ❡:✉❛❧ (♦

Ei
t [xt+1] = Nt−1 [xt+1] = α + βNt−1 [xt] = α + βx∗t . ✭✶✳✶✾✮

❆❝❝♦8❞✐♥❣ (♦ (❤❡*❡ 8✉❧❡*✱ (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✲♠❡❛♥ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥ ♦❢ x ❛( (✐♠❡ t + 1 ❝❛♥ ❜❡

8❡♣8❡*❡♥(❡❞ ❛*✿

Mt[xt+1] = λNt[xt+1] + (1− λ){λNt−1[xt+1] + (1− λ)(λNt−2[xt+1] + (1− λ)(λNt−3[xt+1] . . .)}

= λNt[xt+1] + (1− λ){λ[α + βNt−1[xt]] + (1− λ)(λ[α + βNt−2[xt]]

+ (1− λ)(λ[α + βNt−3[xt]] . . .)}

= λNt[xt+1] + (1− λ){λ[α + βNt−1[xt]] + (1− λ)(λ[α + β[α + βNt−2[xt−1]]]

+ (1− λ)(λ[α + β[α + βNt−3[xt−1]]] . . .)} ✭✶✳✷✵✮

= λNt[xt+1] + (1− λ){λ[α + βNt−1[xt]] + (1− λ)(λ[α + β[α + βNt−2[xt−1]]]

+ (1− λ)(λ[α + β[α + β[α + βNt−3[xt−2]]]] . . .)}

✇❤❡8❡ Mt [xt+1] ❞❡♥♦(❡* (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥✲♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥ ♦❢ xt+1 ♠❛❞❡ ✐♥ t✱
Nt [xt+1] 8❡♣8❡*❡♥(* (❤❡ ♣8♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦8❡❝❛*(❡8* ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥* ❛* 8❡♣♦8(❡❞ ❜② ♥❡✇* ♠❡❞✐❛

✐♥ t✱ ❛♥❞ λ ✐* (❤❡ ♣8♦♣♦8(✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦8♠❡❞ ❛❣❡♥(* ✐♥❢❡❝(❡❞ ❜② ♥❡✇* ♠❡❞✐❛✳ ❯*✐♥❣ (❤❡

♣8♦♣❡8(② ♦❢ ❧❛❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧* ❛♥❞ 8❡❛88❛♥❣✐♥❣ (❡8♠* ❛* *❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❆✳✷✱ ✭✶✳✷✵✮

❝♦88❡*♣♦♥❞* (♦

Mt [xt+1] = λNt [xt+1] + (1− λ) (α + βMt−1 [xt]). ✭✶✳✷✶✮

■❢ (❤❡ (✐♠❡ ✐* ❡①♣8❡**❡❞ ✐♥ :✉❛8(❡8* ❛♥❞ (❤❡ ❢♦8❡❝❛*( ✐* ♦✈❡8 (❤❡ ♥❡①( ②❡❛8 ✭✐✳❡✳ ❢8♦♠ t (♦
t+ 4✮✱ ❊:✳ ✭✶✳✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇8✐((❡♥ ❛*✿

Mt [xt+4] = λNt [xt+4] + (1− λ) (α + βMt−1 [xt+3]). ✭✶✳✷✷✮

❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❆✳✸ ❝♦♥(❛✐♥* ❞❡(❛✐❧* ♦♥ (❤❡ ❞❡8✐✈❛(✐♦♥ ♦❢ ❊:✳ ✭✶✳✷✷✮✳

❲❤✐❧❡ ❊:✳ ✭✶✳✷✷✮ ♠❛② ❛♣♣❡❛8 ❛* ❛ *✐♠♣❧❡ ❣❡♥❡8❛❧✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ❊:✳ ✭✶✳✶✹✮ ✭❛❝(✉❛❧❧② ✐❢
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✐♥✈❡*(✐❣❛(✐♦♥✳
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♠✐**✐♦♥ ✭✷✵✶✻✮✳

✷✸

▼♦$❡ ✐♥ ❞❡+❛✐❧*✱ *✉$✈❡② ❞❛+❛ ❛$❡ ♣✉❜❧✐*❤❡❞ ❡✈❡$② ♠♦♥+❤ ❛♥❞ ❛$❡ +$❛♥*❢♦$♠❡❞ ✐♥ E✉❛$+❡$❧② ❞❛+❛ ✭+❛❦✐♥❣

❛ *✐♠♣❧❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ +❤❡ ♠♦♥+❤*✮ +♦ ✜+ ✇✐+❤ +❤❡ ❢$❡E✉❡♥❝② ♦❢ +❤❡ *✉$✈❡② ♦❢ ♣$♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛*+❡$*✳ ❋✉❧❧

❞❡*❝$✐♣+✐♦♥ ♦❢ ❞❛+❛ ✐* ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳●✳



✸✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❊❳#❊❈❚❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨✿ ❆ ❈❙■ ▼❖❉❊▲

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* +❛*❡ ✉-✐♥❣ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛+② +❡❣+❡--✐♦♥✿

✷✹

ut+4 − ut = φ0 + φ1EU
U
t + ǫt, ✭✶✳✷✸✮

✇❤❡+❡ ut+4 ✐- *❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* +❛*❡ ❛* *✐♠❡ t+4✱ ut ✐- *❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* +❛*❡ ❛* *✐♠❡ t✱
❛♥❞ EUU

t ✐- *❤❡ ❊❯ ✐♥❞❡① ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥-✳ ❯-✐♥❣ ❡-*✐♠❛*❡❞ ✈❛❧✉❡- {φ̂0, φ̂1}✱
*❤❡ ❢♦+❡❝❛-* ❢♦+ *❤❡ ♥❡①* ②❡❛+ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* +❛*❡- ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥-*+✉❝*❡❞ ❛-✿

M̂t [∆4ut+4] = ût+4 − ût = φ̂0 + φ̂1EU
U
t . ✭✶✳✷✹✮

▲♦♦❦✐♥❣ ❛* ❡-*✐♠❛*❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥*- ❢+♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶✳✸✱ ✐* ✐- ✐♥*❡+❡-*✐♥❣ *♦ ♥♦*❡ ❛ ♥❡❣❛*✐✈❡ ❛♥❞

-✐❣♥✐✜❝❛♥* ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡+❝❡♣* φ̂0 ❢♦+ ❛❧❧ -❡❧❡❝*❡❞ ❝♦✉♥*+✐❡-✳ ❚❤✐- ♥❡❣❛*✐✈❡ ✈❛❧✉❡ -✉❣❣❡-*- ❛

-②-*❡♠❛*✐❝ ♦✈❡+❡-*✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉*✉+❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* ❜② ❤♦✉-❡❤♦❧❞-✳ ❆- ❛ ❢✉+*❤❡+

❝❧✉❡ ♦♥ *❤❡ ♣+❡-❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡+♠❛♥❡♥* ❜✐❛-✱ +❡❝❛❧❧ *❤❛* *❤❡ ✐♥❞❡① ✐- ❡①♣+❡--❡❞ ❛- ❛ ❜❛❧❛♥❝❡✿

✐❢ *❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐- ♣♦-✐*✐✈❡✱ *❤❡+❡ ❛+❡ ♠♦+❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧- *❤❛* ❡①♣❡❝* *❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* +❛*❡

*♦ ✐♥❝+❡❛-❡✱ *❤❛♥ *❤❡ ♦♥❡- ✇❤♦ ❡①♣❡❝* ✐* *♦ ❞❡❝+❡❛-❡✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦-✐*❡ ✐❢ *❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐-

♥❡❣❛*✐✈❡✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡ ✇❡ ❡①♣❡❝* *❤❛*✱ ❛* ❧❡❛-* ✐❢ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡+✐♦❞ ♦❢ *✐♠❡✱ *❤❡

❛❣❣+❡❣❛*❡ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥- ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞❧② +❛*✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧- ❛+❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ +❡❛❧✐③❛*✐♦♥

♦❢ *❤❡ ✈❛+✐❛❜❧❡✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ *❤✐-✱ ✇❡ +❡❣+❡-- *❤❡ ❛❝*✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ *❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* +❛*❡

♦♥ ❛ ❝♦♥-*❛♥* *❡+♠✿ ❢♦+ ❋+❛♥❝❡✱ ●❡+♠❛♥② ❛♥❞ ■*❛❧② *❤✐- ❝♦♥-*❛♥* *❡+♠ ✐- ♥♦* -*❛*✐-*✐❝❛❧❧②

-✐❣♥✐✜❝❛♥*✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦+ *❤❡ ❯♥✐*❡❞ ❑✐♥❞❣♦♠ ✐* ✐- -✐❣♥✐✜❝❛♥* ❛* *❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉* ♥❡❣❛*✐✈❡✳

❈♦♥✈❡+-❡❧②✱ *❤❡ -❛♠❡ +❡❣+❡--✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① +❡*✉+♥- -*❛*✐-*✐❝❛❧❧② -✐❣♥✐✜❝❛♥* ✭♣✲

✈❛❧✉❡❂✵✮ ♣♦-✐*✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*-✿ ✐♥ ❛ ♥✉*-❤❡❧❧✱ ❛ ✧♣❡--✐♠✐-*✐❝✧ ✐♥*❡+❝❡♣*✳ ❚❤❡ +♦❧❡ ♦❢ *❤✐-

♦✈❡+❡-*✐♠❛*✐♦♥ ✇✐❧❧ *✉+♥ ♦✉* *♦ ❜❡ +❡❧❡✈❛♥* ❢♦+ *❤❡ ♠✐❝+♦-✐♠✉❧❛*✐♦♥ ♣+❡-❡♥*❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥

✶✳✺✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❆✉①✐❧✐❛+② +❡❣+❡--✐♦♥ ut+4 − ut = φ0 + φ1EU
U
t + ǫt ✭✶✾✽✻W✶✲✷✵✶✻W✶✮

φ0 φ1

❋❘❆ ✲✵✳✺✽✺✺✯✯✯ ✵✳✵✶✼✼✯✯✯

●❊❘ ✲✵✳✸✾✸✷✯✯✯ ✵✳✵✶✹✷✯✯✯

■❚❆ ✲✵✳✼✸✷✵✯✯✯ ✵✳✵✷✽✸✯✯✯

❯❑ ✲✵✳✽✷✾✶✯✯✯ ✵✳✵✷✻✼✯✯✯

◆♦"❡$✿ ❢♦" ●❡"♠❛♥②✱ ✶✾✾✶,✶✲✷✵✶✻,✶✳ ❋♦" 3❤❡ ❯♥✐3❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ✶✾✽✻,✶✲✷✵✶✺,✹

❍❛✈✐♥❣ ✐❞❡♥*✐✜❡❞ *❤❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ✉♥❞❡+ ✐♥✈❡-*✐❣❛*✐♦♥✱ *❤❡ -❡❝♦♥❞ +❡❧❡✈❛♥* ♣♦✐♥* ❝♦♥❝❡+♥-

*❤❡ ✐♥✈❡-*✐❣❛*✐♦♥ ♦❢ ✐*- -*❛*✐-*✐❝❛❧ ♣+♦❝❡--✳ ❉♦❡- *❤❡ ②❡❛+✲♦✈❡+✲②❡❛+ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥* +❛*❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣+♦❝❡-- -✉❝❤ ❛- +❡♣+❡-❡♥*❡❞ ❜② ❊W-✳ ✭✶✳✸✮✲✭✶✳✹✮ ♦+ ❛- +❡♣+❡-❡♥*❡❞ ❜②

❊W-✳ ✭✶✳✶✺✮✲✭✶✳✶✻✮❄

❚❤❡ ✉-✉❛❧ ✇❛② *♦ ❝❧❛+✐❢② *❤✐- ❞✐❧❡♠♠❛ ❝♦♥-✐-*- ✐♥ *❡-*✐♥❣ ❢♦+ ❛ ✉♥✐* +♦♦* ✐♥ *❤❡ ②❡❛+✲

♦✈❡+✲②❡❛+ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥* +❛*❡ ✭✐✳❡✳ ut − ut−4 ≡ ∆4ut✮ ❢♦+ *❤❡ ❝♦✉♥*+✐❡- ✉♥❞❡+

✷✹

❚❤✐> ❛✉①✐❧✐❛"② "❡❣"❡>>✐♦♥ ✐> ❦♥♦✇♥ ✐♥ 3❤❡ ❧✐3❡"❛3✉"❡ ❛> 3❤❡ ✧"❡❣"❡>>✐♦♥ ❛♣♣"♦❛❝❤✧ 3♦ ,✉❛❧✐3❛3✐✈❡ >✉"✈❡②>

H❡>❛"❛♥ ✭✶✾✽✹✱ ✶✾✽✼✮✳ ❚❤✐> ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣"♦❛❝❤ ♠❛② >✉✛❡" ❢"♦♠ ♠❡❛>✉"❡♠❡♥3 ❡""♦">✱ >✐♥❝❡ ✐3 "❡❣"❡>>❡> ❡①✲

♣♦>3 ❛❝3✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 3❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥3 "❛3❡ ✭xt✮ ✇✐3❤ ❡①✲❛♥3❡ ❡①♣❡❝3❛3✐♦♥> ♦❢ 3❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥3❛❧ ✈❛❧✉❡ x∗
t ✱

✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①✲♣♦>3 ✇"♦♥❣ ❞✉❡ 3♦ 3❤❡ ❞✐>3✉"❜❛♥❝❡ ǫt✳ ▼❡❛>✉"❡♠❡♥3 ❡""♦"> ❝❛✉>❡ ❛33❡♥✉❛3✐♦♥ ❜✐❛> ✐♥

3❤❡ ❡>3✐♠❛3❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥3>✳ ■♥ ♦"❞❡" 3♦ ♠✐3✐❣❛3❡ 3❤❡ ♣♦>>✐❜❧❡ ❛33❡♥✉❛3✐♦♥ ❜✐❛> ♣"♦❜❧❡♠ ✇❡ ✉>❡ ■❱ ✐♥>3❡❛❞

♦❢ ❖▲❙ ✭❙❛"❣❛♥✱ ✶✾✺✽❀ ❋❛"♠❡" ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳



✶✳✸✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✸✶

✐♥✈❡&'✐❣❛'✐♦♥✳ ❲❡ ❛♣♣❧② '✇♦ '②♣❡& ♦❢ '❡&'&✿ ✭✶✮ ❛ '❡&' ✇✐'❤ ❛ ✉♥✐' 7♦♦' ♥✉❧❧ ✭'❤❡ ❆✉❣♠❡♥'❡❞

❉✐❝❦❡②✲❋✉❧❧❡7 ✭❆❉❋✮ ♦❢ ❉✐❝❦❡② ❛♥❞ ❋✉❧❧❡7 ✭✶✾✼✾✮✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ '❡&' ✇✐'❤ ❛ '7❡♥❞✲&'❛'✐♦♥❛7②

♥✉❧❧ ✭'❤❡ ❑✇✐❛'❦♦✇&❦②✲D❤✐❧❧✐♣&✲❙❝❤♠✐❞'✲❙❤✐♥ ✭❑D❙❙✮ '❡&' ♦❢ ❑✇✐❛'❦♦✇&❦✐ ❡' ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✮✳

❘❡&✉❧'& ❛7❡ 7❡♣♦7'❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✹✳ ❲❡ ✜♥❞ '❤❛'✱ ❢♦7 ❛❧❧ ❝♦✉♥'7✐❡& ✉♥❞❡7 ✐♥✈❡&'✐❣❛'✐♦♥✱ '❤❡

❆❉❋ '❡&' 7❡❥❡❝'& '❤❡ ♥✉❧❧ ✇❤✐❧❡ '❤❡ ❑D❙❙ '❡&' ❢❛✐❧& '♦ 7❡❥❡❝' '❤❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤✐& ✐♠♣❧✐❡& '❤❛'

'❤❡7❡ ✐& ❛ &'7♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦✉7 ♦❢ ❛ &'❛'✐♦♥❛7② ♣7♦❝❡&& ♦❢ ∆ut ❢♦7 ❛❧❧ ❝♦✉♥'7✐❡&✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❯♥✐' 7♦♦' '❡&'& 7❡&✉❧'& ✭✶✾✽✻P✶✲✷✵✶✻P✸✮

❆❉❋ ❑D❙❙

❙'❛'✐&'✐❝ ▲❛❣ ❙'❛'✐&'✐❝ k
(∆4ut)FRA ✲✷✳✾✻✸✯✯ ✺ ✵✳✵✾✺ ✽

(∆4ut)GER ✲✸✳✽✾✻✯✯✯ ✻ ✵✳✶✾✼ ✽

(∆4ut)ITA ✲✸✳✵✷✼✯✯ ✻ ✵✳✶✸✺ ✽

(∆4ut)UK ✲✸✳✶✷✷✯✯ ✺ ✵✳✶✵✾ ✽

❈7✐'✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡& ✶✪ ✲✸✳✹✽✼ ✵✳✼✸✾

❈7✐'✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡& ✺✪ ✲✷✳✽✽✻ ✵✳✹✻✸

❈7✐'✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡& ✶✵✪ ✲✷✳✺✽✵ ✵✳✸✹✼

◆♦"❡$ ✿ ut − ut−4 ≡ ∆4ut✳ ❙✐♥❝❡ ♦❜)❡*✈❡❞ ❞❛.❛ ❞♦❡) ♥♦. ❡①❤✐❜✐. ❛♥ ✐♥❝*❡❛)✐♥❣ ♦* ❞❡❝*❡❛)✐♥❣ .*❡♥❞✱ ✐♥ .❡).

❡3✉❛.✐♦♥) ♦♥❧② ❛♥ ✐♥.❡*❝❡♣. ✐) ❝♦♥)✐❞❡*❡❞ ❛) ❞❡.❡*♠✐♥✐).✐❝ .❡*♠✳ ❚❤❡ H0 ✐♥ ❆❉❋ ✐) .❤❛. .❤❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ✐)

■✭✶✮✳ ❚❤❡ H0 ✐♥ ❑B❙❙ ✐) .❤❛. .❤❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ✐) ■✭✵✮✳ ❚❤❡ ❧❛❣ ❧❡♥❣.❤ ✐♥ ❆❉❋ ✐) ❝❤♦)❡♥ ✉)✐♥❣ ❙■❈✳ k ✐) .❤❡

❜❛♥❞✇✐❞.❤ ❢♦* .❤❡ ◆❡✇❡②✲❲❡). ❍❆❈❈ ❡).✐♠❛.♦* ✇✐.❤ ❇❛*.❧❡.. ✇❡✐❣❤.)✳ ✯✯✯✱ ✯✯ ❛♥❞ ✯ ❞❡♥♦.❡ )✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

❛. ✶✪✱ ✺✪ ❛♥❞ ✶✵✪ ❧❡✈❡❧)✱ *❡)♣❡❝.✐✈❡❧②✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❯♥♦❜&❡7✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ♠♦❞❡❧ ❡&'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ ∆4ut ✭✶✾✽✻P✶✲✷✵✶✻P✸✮

▼♦❞❡❧✿ ∆4ut = ∆4ut
∗ + ǫt✱ ǫt ∼ NID(0, σ2

ǫ )
∆4ut+1

∗ = α + β∆4ut
∗ + ηt+1✱ ηt ∼ NID(0, σ2

η)
✭❞✐&'✉7❜❛♥❝❡& ❛7❡ ✉♥❝♦77❡❧❛'❡❞✮

α β ∆4ut
∗

❲❛❧❞ ❚❡&' β = 1 σǫ/ση
❋❘❆ ✲✵✳✵✵✸ ✵✳✽✼✸✯✯✯ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳❇✳✷✮ ♣✲✈❛❧✉❡❂✵✳✵✵✾ ✶✳✼✷

●❊❘ ✲✵✳✵✶✵ ✵✳✽✼✹✯✯✯ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳❇✳✷✮ ♣✲✈❛❧✉❡❂✵✳✵✵✼ ✶✳✸✾

■❚❆ ✵✳✵✶✵ ✵✳✾✶✸✯✯✯ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳❇✳✷✮ ♣✲✈❛❧✉❡❂✵✳✵✷✷ ✶✳✸✽

❯❑ ✲✵✳✵✷✵ ✵✳✾✵✽✯✯✯ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳❇✳✷✮ ♣✲✈❛❧✉❡❂✵✳✵✶✻ ✶✳✺✷

◆♦"❡$ ✿ ❚❤❡ ❡).✐♠❛.✐♦♥ ♠❡.❤♦❞ ✐) .❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ✇✐.❤ ❇❋●❙ ♦♣.✐♠✐③❛.✐♦♥ ♣*♦❝❡❞✉*❡

✇✐.❤ ▼❛*3✉❛*❞. ).❡♣✳ ❚❤❡ ).❛♥❞❛*❞ ❡**♦*) ❛*❡ ❝♦♠♣✉.❡❞ ✉)✐♥❣ .❤❡ ♥❡❣❛.✐✈❡ ✐♥✈❡*)❡ ❍❡))✐❛♥ ❛❢.❡* ❝♦♥✈❡*✲

❣❡♥❝❡✳✯✯✯ ✐♥❞✐❝❛.❡) ✶✪ )✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

❆ ♠♦7❡ &♦♣❤✐&'✐❝❛'❡❞ ❛❧'❡7♥❛'✐✈❡ ✇❛② '♦ &❤❡❞ ❧✐❣❤' ♦♥ '❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❞✐❧❡♠♠❛

❝♦♥&✐&'& ✐♥ ❡&'✐♠❛'✐♥❣ '❤❡ ♣7♦❝❡&& ♦❢ ∆ut ✈✐❛ ✉♥✐✈❛7✐❛'❡ ✉♥♦❜&❡7✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ✭❯❈✮

♠♦❞❡❧✳ ❆ ❯❈ ❛❧❧♦✇& ✉& '♦ ❞❡❝♦♠♣♦&❡ '❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ '❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥' 7❛'❡ ✐♥ ❛ ♣❡7&✐&✲

'❡♥' ❝♦♠♣♦♥❡♥' ✭∆u∗t ✮ ❛♥❞ &❤♦❝❦& ❡❧❡♠❡♥'& ✭ǫt ❛♥❞ ηt✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥ '❤✐& ❡♠♣✐7✐❝❛❧ ❡①❡7❝✐&❡

✐& '♦ ✐♥✈❡&'✐❣❛'❡ '❤❡ ♣❡7&✐&'❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ✈❛❧✉❡ ∆u∗t ✳
✷✺

❘❡&✉❧'& ♦❢ '❤✐& ❡&'✐♠❛'✐♦♥

❢♦7 ❋7❛♥❝❡✱ ●❡7♠❛♥②✱ ■'❛❧②✱ ❛♥❞ '❤❡ ❯❑ ❛7❡ 7❡♣♦7'❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺✳ ❋♦7 ❛❧❧ ❝♦✉♥'7✐❡&✱ '❤❡

✷✺

❋♦* ❛ ✈✐)✉❛❧ ✐♥)♣❡❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❞②♥❛♠✐❝) ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥.❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ .❤❡ ❛❝.✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ .❤❡

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥. *❛.❡✱ )❡❡ ❋✐❣✉*❡ ✶✳❇✳✷ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❇✳



✸✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❊❳#❊❈❚❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨✿ ❆ ❈❙■ ▼❖❉❊▲

❝♦❡✣❝✐❡♥( β✱ (❤❛( ♠❡❛-✉/❡- (❤❡ ♣❡/-✐-(❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥(✱ ✐- -♠❛❧❧❡/ (❤❛♥

✉♥✐(② ❛♥❞ (❤❡ ❲❛❧❞ (❡-( ❝♦♥✜/♠- (❤✐- -(❛(✐-(✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✉♥♦❜-❡/✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥( ❡-(✐♠❛(❡-

❛❧❧♦✇ ✉- (♦ ❝❤❡❝❦ (❤❡ ❝❡♥(/❛❧ ❤②♣♦(❤❡-✐- ♦❢ (❤❡ ❈❙■ ♠♦❞❡❧✱ (❤❛( ❝❤❛♥❣❡- ✐♥ (❤❡ ✉♥❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥( /❛(❡ ♠♦✈❡ ❛/♦✉♥❞ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣/♦①✐❡❞ ❜② (❤❡ ❡①♣❡/( ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥(

❡①♣❡❝(❛(✐♦♥-✳ ❆ ❝♦//❡❧❛(✐♦♥✲❜❛-❡❞ ❛♥❛❧②-✐- ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❈ ❝♦♥✜/♠- (❤✐- ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❣✐✈✐♥❣

❛♥ ✐♠♣♦/(❛♥( -✉♣♣♦/( ❢♦/ (❤✐- ❝/✉❝✐❛❧ ❛--✉♠♣(✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥✐( /♦♦( ❛♥❞ ❯❈ ❡-(✐♠❛(❡-✱ ✇❡ ❛--✉♠❡ ❤♦✉-❡❤♦❧❞- ❤❛✈❡ -♦♠❡ ✐♥(✉✐(✐♦♥ (❤❛(✱

✐♥ ❛❜-❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥✱ (❤❡ ❜❡-( ♣♦--✐❜❧❡ ❣✉❡-- ✐- (❤❛( ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❝❤❛♥❣❡ ✐-

❧❡--✲(❤❛♥✲♣/♦♣♦/(✐♦♥❛❧ (♦ (❤❡ ♣/❡✈✐♦✉- ♦♥❡✳ ❖♥ (❤✐- ❜❛-✐-✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✣/♠ (❤❛( (❤❡ ♠♦-(

♣❧❛✉-✐❜❧❡ ✈❡/-✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❈❙■ ♠♦❞❡❧ ✐- (❤❛( ✇✐(❤ ❛ ♣❡/-✐-(❡♥( ✭❜✉( -(❛(✐♦♥❛/②✮ ❢✉♥❞❛♠❡♥(❛❧

✈❛❧✉❡ ❞❡-❝/✐❜❡❞ ✐♥ -❡❝(✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡J✉❛(✐♦♥ /❡♣/❡-❡♥(✐♥❣ (❤❡ ❛❣❣/❡❣❛(❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥ ✐- (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Mt [∆4ut+4] = λNt [∆4ut+4] + (1− λ) (α + βMt−1 [∆4ut+3]), ✭✶✳✷✺✮

✇❤✐❝❤ ❝♦//❡-♣♦♥❞- (♦ (❤❡ ❢♦✉/✲J✉❛/(❡/ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( /❛(❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭∆4ut✮ ✈❡/-✐♦♥ ♦❢ ❊J✳

✭✶✳✷✷✮ ❞❡-❝/✐❜❡❞ ✐♥ -❡❝(✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❢♦/ ❛ ❣❡♥❡/✐❝ ♠❛❝/♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦/ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✈❛/✐❛❜❧❡ x✳

✶✳✹ ❈❙■ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✧♥❡✇/✲❜❛/❡❞✧ ✉♥❝❡45❛✐♥5②

■♥ ❈❛//♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮✱ (❤❡ ♣❛/❛♠❡(❡/ λ ❝❛♣(✉/❡- (❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐(② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥❢❡❝(❡❞ ❜②

♦♣✐♥✐♦♥- ❞✐✛✉-❡❞ ❜② ♥❡✇- ♠❡❞✐❛ ❛♥❞✱ ✐♥ (❤✐- ✇❛②✱ ✐( ❞❡(❡/♠✐♥❡- (❤❡ ❛❣❣/❡❣❛(❡ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥

♦❢ (❤❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥(❡/❡-(✳ ●✐✈❡♥ (❤❡ /❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❤♦✉-❡❤♦❧❞- ❜❡❧✐❡❢- ✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ (❤❡

♣❛((❡/♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❡-✱ ❛- ♣/❡-❡♥(❡❞ ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✶✳✷✱ ✐( ✐- ✐♠♣♦/(❛♥( (♦ ✉♥❞❡/-(❛♥❞ ✇❤✐❝❤

❢❛❝(♦/- ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ λ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐- (❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ (/❛♥-♠✐--✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✈✐/✉- ✭✐✳❡✳ (❤❡

♣/♦❢❡--✐♦♥❛❧ ❢♦/❡❝❛-(❡/- ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥-✮✳

■♥ ❣❡♥❡/❛❧✱ ♥♦♥✲❡①♣❡/( ❛❣❡♥(- ❛❞❛♣( (❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛((❡♥(✐♦♥ (❤❡② ♣✉( ♦♥ ♣/♦❢❡--✐♦♥❛❧

❢♦/❡❝❛-(❡/- ❡-(✐♠❛(❡- ✐♥ /❡-♣♦♥-❡ (♦ ❝❤❛♥❣❡- ✐♥ (❤❡ ❡♥✈✐/♦♥♠❡♥(❛❧ ❝♦♥❞✐(✐♦♥-✳

❚❤❡ ✈❡/② ✜/-( ✐♥(✉✐(✐♦♥ ✐- (❤❛( ❛ ♠♦/❡ ✉♥❝❡/(❛✐♥ ❡♥✈✐/♦♥♠❡♥( -❤♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛❣❡♥(- (♦ ❝♦❧❧❡❝( ♠♦/❡ ✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥ ✐♥ ♦/❞❡/ (♦ ❛✈♦✐❞ ✇/♦♥❣ ❞❡❝✐-✐♦♥- ✭❈♦✐❜✐♦♥ ❛♥❞ ●♦/♦❞✲

♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ✷✵✶✺❀ ❘❡✐-✱ ✷✵✵✻✮✳ ❆♥②✇❛②✱ ✐( ✐- ♥♦( (❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝( ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋♦/ ❡①❛♠♣❧❡

▼♦-❝❛/✐♥✐ ✭✷✵✵✹✮ ♣/❡-❡♥(- ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥(- ✉♣❞❛(❡ (❤❡✐/ ✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥ -❡( ✐♥❢/❡✲

J✉❡♥(❧②✱ ❜✉( ❛❜-♦/❜✐♥❣ ✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥ ✐- ♠♦/❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✭❤❡♥❝❡✱ ♠♦/❡ ❝♦-(❧②✮ ✇❤❡♥ (❤❡

❡♥✈✐/♦♥♠❡♥( ✐- ♠♦/❡ ✉♥❝❡/(❛✐♥✳
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❚❤✐- ❤✐❣❤❡/ ❝♦-( ♦❢ ❝♦❧❧❡❝(✐♥❣✴♣/♦❝❡--✐♥❣ ✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥
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❋✉/(❤❡/♠♦/❡✱ ✧♥♦✐-② ✐♥❢♦/♠❛(✐♦♥✧ ♠♦❞❡❧- ✭❙✐♠-✱ ✷✵✵✸❀ ❲♦♦❞❢♦/❞✱ ✷✵✵✸✮ ❡♠♣❤❛-✐③❡

(❤❛( (❤❡ ✇❡✐❣❤( ❛❣❡♥(- ♣✉( ♦♥ (❤❡ -✐❣♥❛❧ (❤❡② /❡❝❡✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ (❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐-✐♥❡--

♦❢ (❤❛( -✐❣♥❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛/❧②✱ ✐♥ (❤❡ ❈❙■ ❢/❛♠❡✇♦/❦ ✐( ✐- /❡❛-♦♥❛❜❧❡ (♦ ❛--✉♠❡ (❤❛( (❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ ❡❝♦♥♦♠②✲✇✐❞❡ ✉♥❝❡/(❛✐♥(② ♣❡/❝❡✐✈❡❞ ❜② ♥♦♥✲❡①♣❡/( ❛❣❡♥(- ♠❛② ❛✛❡❝( (❤❡✐/ ❞❡❝✐-✐♦♥

(♦ -♣❡♥❞ (✐♠❡ ✐♥ ❡①♣❧♦✐(✐♥❣ ♥❡✇- ♠❡❞✐❛ (♦ ✏❝❛♣(✉/❡✑ (❤❡ ♣/❡❞✐❝(✐♦♥- ♦❢ ♣/♦❢❡--✐♦♥❛❧ ❢♦/❡✲

❝❛-(❡/-✳ ❋♦/ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍❡✐♥❡/ ✭✶✾✽✾✮✱ ❇❡❝❦❡/( ✭✶✾✾✻✮✱ ❛♥❞ ❉❡J✉❡❝❤ ✭✶✾✾✾✮ ❝❧❛✐♠ (❤❛( ✐♥

♠♦♠❡♥(- ♦❢ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡/(❛✐♥(② ♣❡♦♣❧❡ ❛❞♦♣( ✏/✉❧❡ ♦❢ (❤✉♠❜-✑✳ ❚❤❡/❡ ✐- -(/♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥
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❡①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ +(✉❞✐❡+ (❤❛( ♣❡♦♣❧❡ ✉♥❞❡$ ✉♥❝❡$(❛✐♥(② (❡♥❞ (♦ ✉+❡ ❤❡✉$✐+(✐❝+ ♦$ ✐♥(✉✐(✐♦♥+ ❞❡✲

✈✐❛(✐♥❣ ❢$♦♠ ❢✉❧❧ $❛(✐♦♥❛❧✐(② ✭+❡❡✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ❡( ❛❧✳ ✭✶✾✼✹✮✮✳ ■♥ ♦✉$ ❢$❛♠❡✇♦$❦✱

(❤✐+ ✐♠♣❧✐❡+ (❤❛( ✉♥❝❡$(❛✐♥(② ✐♥✢✉❡♥❝❡+ ✭♥❡❣❛(✐✈❡❧②✮ (❤❡ ❞❡❝✐+✐♦♥+ ♦❢ ♥♦♥✲❡①♣❡$( ❛❣❡♥(+ (♦

❧♦♦❦ ❢♦$ ✐♥❢♦$♠❛(✐♦♥ ❜② $❡❛❞✐♥❣ ♥❡✇+♣❛♣❡$+✱ +✉$✜♥❣ (❤❡ ✇❡❜ ❛♥❞ ✇❛(❝❤✐♥❣ ♥❡✇+❝❛+(+✳ ■♥

♦(❤❡$ ✇♦$❞+✱ ❛❣❡♥(+✱ ✐♥ ♣$❡+❡♥❝❡ ♦❢ +✉+(❛✐♥❡❞ ✉♥❝❡$(❛✐♥(②✱ ❛$❡ ❧❡++ ❝♦♥✜❞❡♥( ♦♥ (❤❡ ❝❛✲

♣❛❝✐(② ♦❢ ❡①♣❡$(+ (♦ ♣$❡❞✐❝( (❤❡ ❢✉(✉$❡ ✭❛❝(✉❛❧✮ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❛♥❞ ♠❛② ❞❡❝✐❞❡

(♦ ✉+❡ (❤❡ $✉❧❡ ♦❢ (❤✉♠❜ ✉♣❞❛(✐♥❣ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥ $✉❧❡ ✭✐✳❡✳ ❊F✳ ✭✶✳✶✾✮ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ (♦ (❤❡
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+✉$♣$✐+✐♥❣ (♦ ♦❜+❡$✈❡ ❛ ❞$♦♣ ✐♥ ♣❛$❛♠❡(❡$ λ ✐♥ ♣❡$✐♦❞+ ♦❢ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡$(❛✐♥(②✳ ■( ✐+ ✐♠♣♦$(❛♥(

(♦ ❡♠♣❤❛+✐③❡ (❤❛( ✐♥ (❤❡ ❈❙■ ❢$❛♠❡✇♦$❦ (❤✐+ ❞♦❡+ ♥♦( ♠❡❛♥ (❤❛( ❛❣❡♥(+ ♠❛② ❞❡❝✐❞❡ (♦
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♦❢ ♦♣(✐♠✐+♠ ♦$ ♣❡++✐♠✐+♠ ✉♥$❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ❡①♣❡$( ❢♦$❡❝❛+(+✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐+♠ ❞❡+❝$✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐+ ✐♠♣♦$(❛♥( ❜❡❝❛✉+❡ ✐( ❤❡❧♣+ (♦ ✉♥❞❡$+(❛♥❞ (❤❡ ($❛♥+✲
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✭♦♥❧✐♥❡ ✈❡$+✐♦♥+ ♦❢ ♥❡✇+♣❛♣❡$+✱ ♣❧✉+ ♦♥❧✐♥❡ ♥❡✇+ ❜❧♦❣+ ❛♥❞ +♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛✮✳ ❲❤❡(❤❡$ (❤❡

♣❛$❛♠❡(❡$ λ ✐+ ♠♦$❡ +❡♥+✐(✐✈❡ (♦ (❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡$(❛✐♥(② ❝♦♥✈❡②❡❞ ❜② (❤❡ ✧($❛❞✐(✐♦♥❛❧✧

♣$❡++ ♦$ (♦ (❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥✈❡②❡❞ ❜② (❤❡ ■♥(❡$♥❡(✱ ✐( ✐+ ❛ $❡❧❡✈❛♥( ❝❧✉❡ ❛❜♦✉( ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥+✐❞❡$❡❞ ❛+ (❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ($❛♥+♠✐++✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✈✐$✉+✳ ❖❜✈✐♦✉+❧②✱ ✐( ♠❛② ❤❛♣♣❡♥

(❤❛( ❜♦(❤ ❝❤❛♥♥❡❧+ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛❣❡♥(+ ❞❡❝✐+✐♦♥ (♦ ✐♥(❡$❝❡♣( (❤❡ ♣$♦❢❡++✐♦♥❛❧ ♣$❡❞✐❝(✐♦♥+✳

❆+ ✇❡ ❞❡+❝$✐❜❡ ♠♦$❡ ✐♥ ❞❡(❛✐❧ ✐♥ (❤❡ ❞❛(❛ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳●✮✱ (❤❡ ✉+❡ ♦❢ ✧♥❡✇+✲

❜❛+❡❞✧ ✐♥❞❡①❡+ ❧✐❦❡ (❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❇❛❦❡$ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❊❝♦♥♦♠✐❝ [♦❧✐❝② ❯♥❝❡$(❛✐♥(② ■♥❞❡①

✭❊[❯✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❜❛+❡❞ ✉♣♦♥ ♥❡✇+♣❛♣❡$ ❛$(✐❝❧❡+ ❝♦♥(❡♥(✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ✉♥❝❡$(❛✐♥(② ❜❛+❡❞

♦♥ ♦♥❧✐♥❡ +❡❛$❝❤ ❡♥❣✐♥❡+ ❞❛(❛ ❢$♦♠ ●♦♦❣❧❡ ❚$❡♥❞+ ✭●♦♦❣❧❡ ❯♥❝❡$(❛✐♥(② ■♥❞❡①✱ ●❯■✮ ♠❛②

❤❡❧♣ (♦ ♣$♦①② (❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡$(❛✐♥(② +♣$❡❛❞ ♦✉( ❜② (❤❡ (✇♦ ($❛♥+♠✐++✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧+✳ ❖♥❡

$❡❧❡✈❛♥( ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ (✇♦ ❛♣♣$♦❛❝❤❡+ ✐+ (❤❛( ✇❤✐❧❡ (❤❡ ($❛❞✐(✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡$(❛✐♥(②

✐♥❞❡① ✐+ ❜❛+❡❞ ✉♣♦♥ ❥♦✉$♥❛❧✐+(+✬ ❢❡❡❧✐♥❣ ❛❜♦✉( ✉♥❝❡$(❛✐♥(②✱

✷✽

(❤❡ ●❯■ ❢♦❝✉+❡+ ♦♥ ❛❣❡♥(+

♣❡$❝❡♣(✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡$(❛✐♥(② ❝♦✉♥(✐♥❣ (❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ +❡❛$❝❤❡+ ❢♦$ ✇♦$❞+ ❝♦♥(❛✐♥✐♥❣ (❤❡ (❡$♠+

✉♥❝❡$(❛✐♥ ♦$ ✉♥❝❡$(❛✐♥(②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦$ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ✐♥(❡♥+✐(② ♦❢ ■♥(❡$♥❡( +❡❛$❝❤❡+✱ ✇❤✐❝❤

❛$❡ $❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥(✐♦♥❡❞ ❦❡②✇♦$❞+✱ +❤♦✉❧❞ $❡✢❡❝( ✭♣$♦①②✮ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡$✲

(❛✐♥(② ♣❡$❝❡✐✈❡❞ ❛♠♦♥❣ ♥♦♥✲❡①♣❡$( ❛❣❡♥(+✳
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❘❡♠❡♠❜❡$ %❤❛% ✐♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❢ ②♦✉ ❛$❡ ✐♥❢❡❝%❡❞ ②♦✉ ❝❛♥♥♦% $❡❝♦✈❡$ ❢$♦♠ %❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ✭❆44✉♠♣%✐♦♥

✹ ✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✳

✷✽

◗✉♦%✐♥❣ ❢$♦♠ %❤❡ ♠❡%❤♦❞♦❧♦❣② ♣❛$% ♦❢ %❤❡ ❊?❯ ✇❡❜4✐%❡ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳♣♦❧✐❝②✉♥❝❡/!❛✐♥!②✳❝♦♠✴

♠❡!❤♦❞♦❧♦❣②✳❤!♠❧✱ ✧❲❡ ❝♦✉♥% %❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥❡✇4♣❛♣❡$ ❛$%✐❝❧❡4 ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ %❤❡ %❡$♠4 ✉♥❝❡$%❛✐♥ ♦$

✉♥❝❡$%❛✐♥%②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦$ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦$ ♠♦$❡ ♣♦❧✐❝②✲$❡❧❡✈❛♥% %❡$♠4✧✳
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✶✳✺ ❊$%✐♠❛%✐♦♥ $%+❛%❡❣②

✶✳✺✳✶ ❊❝♦♥♦♠❡)*✐❝ ,)*❛)❡❣②

❲❡ ❛%❡ ✐♥(❡%❡)(❡❞ ✐♥ ✭i✮ ❡)(✐♠❛(✐♥❣ ❡/✉❛(✐♦♥ ✭✶✳✷✺✮ (♦❣❡(❤❡% ✇✐(❤ (❤❡ ♥❡❡❞ (♦ ✭ii✮ ✐♥✲

✈❡)(✐❣❛(❡ (❤❡ %❡❧❛(✐♦♥)❤✐♣ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ♣❛%❛♠❡(❡% λ ❛♥❞ (❤❡ ✉♥❝❡%(❛✐♥(② ✐♥ (❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✭❛) ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝(✐♦♥ ✶✳✹✮✳ ■♥ ♣❛%(✐❝✉❧❛%✱ (❤❡ )❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥( %❡/✉✐%❡) (❤❡ ❛❞♦♣(✐♦♥ ♦❢ ❛

(✐♠❡✲✈❛%②✐♥❣ ❛♣♣%♦❛❝❤ ✐♥ ❡)(✐♠❛(✐♥❣ (❤❡ ♣❛%❛♠❡(❡%) ❢♦% ❝♦♠♣❛%✐♥❣ λ ✇✐(❤ (❤❡ ✉♥❝❡%(❛✐♥(②

✐♥❞❡① ♠❡❛)✉%❡ ♦✈❡% (✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡❛)✐❡)( ✇❛② (♦ )❛(✐)❢② (❤❡ (✇♦ ♣♦✐♥( ✐) (♦ ❡)(✐♠❛(❡ ❡/✉❛(✐♦♥

✭✶✳✷✺✮ ✈✐❛ ❛ )(❛(❡✲)♣❛❝❡ ❛♣♣%♦❛❝❤✳ ❊/✉❛(✐♦♥ ✭✶✳✷✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛)✐❧② ❡①♣%❡))❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿





M̂t[•] = α0 + θtNt[•] + ϕtM̂t−1[•] + ǫMt
θt+1 = ωθθt + ǫθt+1 ∼ NID(0, σ2

θ)

ϕt+1 = ωϕϕt + ǫϕt+1 ∼ NID(0, σ2
ϕ)

✭✶✳✷✻✮

✇❤❡%❡ θt ≡ λt ❛♥❞ ϕt ≡ (1− λt) βt✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣❛%❛♠❡(❡% λ ❛♥❞ (❤❡ ♣%♦❞✉❝( ♦❢ ♣❛%❛♠✲

❡(❡%) (1− λ) β ❛%❡ ♥♦✇ ❡①♣%❡))❡❞ ❛) ❆❘✭✶✮ ♣%♦❝❡))❡) (♦ )(✉❞② (❤❡✐% ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦✈❡% (✐♠❡✳

❲✐(❤ %❡)♣❡❝( (♦ ❛ )✐♠♣❧❡ %♦❧❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❡)(✐♠❛(✐♦♥✱ ❛ )(❛(❡✲)♣❛❝❡ ✇✐(❤ (✐♠❡✲✈❛%②✐♥❣ ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥() ❤❛) (❤❡ ❛❞✈❛♥(❛❣❡ ♦❢ ♥♦( ❧♦)✐♥❣ ♦❜)❡%✈❛(✐♦♥)✳

✷✾

■♥ ❛❞❞✐(✐♦♥ (♦ (❤❡ )(❛(❡✲)♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛) ❛ %♦❜✉)(♥❡)) ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ %✉♥ ❛ ●▼▼ ❡)(✐♠❛(❡

♦❢ ❡/✉❛(✐♦♥ ✭✶✳✷✺✮✳

✸✵

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ●▼▼✱ )♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ■❱✱ ✐♥)(❡❛❞ ♦❢ ❖▲❙
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❧✐❡) ✐♥ (❤❡

♣%❡)❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ♠❡❛)✉%❡♠❡♥( ❡%%♦%) ✐♥ (❤❡ ♥♦♥✲❡①♣❡%( ❛❣❡♥() ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥) ✈❛%✐❛❜❧❡✳

❚❤❡)❡ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❡%%♦%) ❛%❡ ❞✉❡ (♦ (❤❡ (%❛♥)❢♦%♠❛(✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ (♦ ❝♦♥✈❡%( EUU
t ✭◆♦♥✲❡①♣❡%(

❡①♣❡❝(❛(✐♦♥) ❡①♣%❡))❡❞ ✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡ (❡%♠)✮ ✐♥ (❤❡ )❛♠❡ ♠❡(%✐❝ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡) ✐♥ (❤❡ ✉♥❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥( %❛(❡ ♦❢ Nt[•] ✭)❡❡ ❊/✳ ✭✶✳✷✸✮ ❛♥❞ ❊/✳ ✭✶✳✷✹✮✮✳ ■♥ ♣❛%(✐❝✉❧❛%✱ ❛) ❙❛%❣❛♥ ✭✶✾✺✽✮

)(%❡))❡❞✱ ✈❛%✐❛❜❧❡) ✉)❡❞ ❢♦% ❝♦♥)(%✉❝(✐♥❣ (❤❡ ✐♥)(%✉♠❡♥( ♥❡❡❞ (♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ❢%♦♠ (❤❡

♦♥❡) ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ (❤❡ )❡❝♦♥❞✲)(❛❣❡ %❡❣%❡))✐♦♥✳ ❚❤✐) %❡/✉✐%❡♠❡♥( ❡①❝❧✉❞❡) (❤❡ ✉)❡ ♦❢ (❤❡

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( %❛(❡ ❛♥❞ ❧❛❣) ♦❢ ✈❛%✐❛❜❧❡) ✐♥ (❤❡ %❡❧❛(✐♦♥)❤✐♣✳ ❋♦% ♦✉% ♣✉%♣♦)❡) ✇❡ ✉)❡

✭❧❛❣❣❡❞✮ ✐♥(❡%♥❛(✐♦♥❛❧ ✈❛%✐❛❜❧❡) ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✈❛%✐❛❜❧❡) ❛) ✐♥)(%✉♠❡♥()✱ ✇❤✐❝❤ )❛(✐)❢② (❤❡

%❡/✉✐%❡♠❡♥( ♦❢ ❙❛%❣❛♥ ✭✶✾✺✽✮✳
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❆❧"❡$♥❛"✐✈❡❧②✱ ✐" ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ "♦ ♠♦❞❡❧ "❤❡ "✐♠❡✲✈❛$②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥" λ "♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉+
❢❛❝"♦$+ $❡❧❛"❡❞ "♦ ✉♥❝❡$"❛✐♥"②✱ +✉❝❤ ❛+ ◆❇❊❘ $❡❝❡++✐♦♥+ ✭❈♦✐❜✐♦♥ ❛♥❞ ●♦$♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ✷✵✶✺✮ ♦$ ✉♥❝❡$"❛✐♥"②

✐♥❞❡①❡+ ✭❊❛+❛✇ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❆♥②✇❛②✱ "❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ ♦✉$ ♣❛♣❡$ ✐+ ✐♥+"❡❛❞ ✜$+" "♦ ✐♥✈❡+"✐❣❛"❡ "❤❡ "✐♠❡✲

✈❛$②✐♥❣ ♣$♦♣♦$"✐♦♥ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ $❡❛❞✐♥❣ ♥❡✇+♣❛♣❡$+✱ "❤❡♥ +"✉❞②✐♥❣ ❛ $❡❧❛"✐♦♥+❤✐♣ ✇✐"❤ ✉♥❝❡$"❛✐♥"②✳ ❋♦$ "❤✐+

$❡❛+♦♥✱ ✇❡ ♣$❡❢❡$ "♦ ❛✈♦✐❞ "❤❡ ❛♣♣$♦❛❝❤ +✉❣❣❡+"❡❞ ❜② "❤❡ ❙❉▼ ✭❙"❛"❡ ❉❡♣❡♥❞❡♥" ▼♦❞❡❧+✮ ❧✐"❡$❛"✉$❡ ♦❢

❝♦♥+✐❞❡$✐♥❣ ✈♦❧❛"✐❧✐"② ♦$ ✉♥❝❡$"❛✐♥"② ✐♥❞❡①❡+ ❛+ ❡①♣❧❛♥❛"♦$② ✈❛$✐❛❜❧❡+✱ +✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❢♦$❝❡ ❛ ❝♦$$❡❧❛"✐♦♥

❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥ ♦✉$ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥+✳
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❆+ ❛$❣✉❡❞ ❜② ●❡❛$② ✭✶✾✹✽✮ ❛♥❞ ❙❛$❣❛♥ ✭✶✾✺✽✮✱ ❛♥❞ ♠♦$❡ $❡❝❡♥"❧② ❜② ❋✉❧❧❡$ ✭✷✵✵✾✱ ♣✳✷✼✸✮✱ "❤❡ ✐♥✲

+"$✉♠❡♥"❛❧ ✈❛$✐❛❜❧❡+ ✐+ ❛ +✉✐"❛❜❧❡ ❡+"✐♠❛"✐♦♥ "❡❝❤♥✐R✉❡ ✐♥ ❝❛+❡+ ✇❤❡♥ "❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡+ ✐♥ "❤❡ $❡❧❛"✐♦♥+❤✐♣ ❛$❡

♠❡❛+✉$❡❞ ✇✐"❤ ❡$$♦$+✳
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❚❤❡ ♠❡❛+✉$❡♠❡♥" ❡$$♦$ ♠❛② ♣$♦❞✉❝❡ ❛ ❞♦✇♥✇❛$❞ ❜✐❛+ ✐♥ "❤❡ ❡+"✐♠❛"❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥"+✳ ❆❝"✉❛❧❧②✱ ❖▲❙

❡+"✐♠❛"✐♦♥ ♣$♦❞✉❝❡+ ❡+"✐♠❛"❡+ ♦❢ λ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ♠✉❝❤ ❝❧♦+❡$ "♦ ③❡$♦ ❛♥❞ ♥♦" +✐❣♥✐✜❝❛♥" ❛" ❛❧❧✿
❋❘❆ α(1− λ) = −0.004

(0.016)
λ = 0.071

(0.045)
β = 0.861

(0.046)

●❊❘ α(1− λ) = −0.001
(0.014)

λ = 0.011
(0.034)

β = 0.868
(0.038)

■❚❆ α(1− λ) = 0.006
(0.016)

λ = 0.054
(0.052)

β = 0.918
(0.051)

❯❑ α(1− λ) = −0.024
(0.020)

λ = 0.047
(0.049)

β = 0.951
(0.042)

✳
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✶✳✺✳✷ ▼✐❝'♦✲*✐♠✉❧❛/✐♦♥ *♣❡❝✐✜❝❛/✐♦♥

❚❤❡ ❞❡&✐✈❛*✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡*&✐❝❛❧❧② *❡2*❛❜❧❡ ❡4✉❛*✐♦♥ ❛2 ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✺✳✶ &❡4✉✐&❡2 2♦♠❡

❛22✉♠♣*✐♦♥2✱ ❧✐❦❡ *❤❡ ♣&❡2❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐4✉❡ 2♦✉&❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝*✐♦♥✱ ♥♦ ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥ ❛♠♦♥❣

❛❣❡♥*2 ❛♥❞ ♥♦ ❤❡*❡&♦❣❡♥❡✐*② ❛❝&♦22 ❛❣❡♥*2 ♦*❤❡& *❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ✧✐♥❢❡❝*❡❞✧ ♦& ♥♦* ✐♥ *❤❛* ♣❛&✲

*✐❝✉❧❛& ♣❡&✐♦❞✳ ❊①*❡♥❞✐♥❣ *❤❡ ♠♦❞❡❧✱ &❡❧❛①✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ♠♦&❡ ♦❢ *❤❡2❡ ❛22✉♠♣*✐♦♥2✱ &❡4✉✐&❡2

❛ ❞✐✛❡&❡♥* ❛♣♣&♦❛❝❤ *❤❛♥ ❛♥ ❖▲❙✱ ●▼▼ ♦& 2*❛*❡✲2♣❛❝❡ ❡2*✐♠❛*✐♦♥✳ ❈❛&&♦❧❧ ✭✷✵✵✻✮ ♣&♦✲

♣♦2❡2 *❤❡ ✉2❡ ♦❢ ❛❣❡♥*✲❜❛2❡❞ ♠♦❞❡❧2 ✐♥ ♦&❞❡& *♦✱ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥*&♦❞✉❝❡ ❤❡*❡&♦❣❡♥❡✐*② ✐♥

*❤❡ ✐♥❢❡❝*✐♦♥ &❛*❡2 ✭❛ ♣♦✐♥* *❤❛* ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❡♣❡♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣*❡& ✷✮✱ ♦& *♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦& ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥

❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥*2 ✐♥2*❡❛❞ ♦❢ ❛22✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐4✉❡ 2♦✉&❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝*✐♦♥✳

❆❧*❤♦✉❣❤ ❜♦*❤ *❤❡ *❤❡♦&❡*✐❝❛❧ ❛♥❞ *❤❡ ❡♠♣✐&✐❝❛❧ ❛♥❛❧②2✐2 ♣&♦✈✐❞❡ &❡❧❡✈❛♥* 2✉♣♣♦&*

❢♦& *❤❡ ❈❙■ ♠♦❞❡❧✱ *❤❡ ❛22✉♠♣*✐♦♥ *❤❛* ❛❧❧ ❛❣❡♥*2 ❛&❡ &❛*✐♦♥❛❧✱ ❡✈❡♥ *❤♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞❡❞❧②

&❛*✐♦♥❛❧✱ ♠❛② ❜❡ *♦♦ 2*&♦♥❣ ✐♥ ♣&❛❝*✐❝❡✳ ❚❤❡&❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧2 ✇❤♦ ❛&❡ ♣❡&♠❛♥❡♥*❧②

2*✉❝❦ *♦ *❤❡✐& ♦✈❡&♣❡22✐♠✐2*✐❝ ♦& ♦✈❡&♦♣*✐♠✐2*✐❝ ♣♦2✐*✐♦♥2✳ ■♥ ♣❛&*✐❝✉❧❛&✱ *❤❡ ♥❡❣❛*✐✈❡

❛♥❞ 2✐❣♥✐✜❝❛♥* ❡2*✐♠❛*❡2 ♦❢ φ̂0 ♦❢ *❤❡ ❛✉①✐❧✐❛&② &❡❣&❡22✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ 2✉❣❣❡2*2 *❤❡ ♣&❡2❡♥❝❡ ♦❢

❛ 2②2*❡♠❛*✐❝ ♦✈❡&❡2*✐♠❛*✐♦♥ ✐♥ ❛❣❣&❡❣❛*❡ ❤♦✉2❡❤♦❧❞2 ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥2✳ ❆❧2♦ ❈❛&&♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱

✷✵✵✻✮ ✜♥❞2 ❛2 ✧*❤❡ ♦♥❧② &❡❛❧ ❡♠♣✐&✐❝❛❧ ♣&♦❜❧❡♠✧ ❛♥ ❤✐❣❤❧② 2✐❣♥✐✜❝❛♥* ❝♦♥2*❛♥* *❡&♠ ✐♥

*❤❡ &❡❣&❡22✐♦♥ ♦❢ ❊4✳ ✭✶✳✶✹✮✱ ✇❤✐❧❡ *❤❡♦&❡*✐❝❛❧❧② *❤❡&❡ 2❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ✐♥*❡&❝❡♣*✳ ❍❡ ✐♥❞✐❝❛*❡2

❛2 ♣♦22✐❜❧❡ ❝❛✉2❡ ❛ ♠✐22♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❧✐❦❡ ♥♦* ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦& 2♦❝✐❛❧ ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥✱

&❛*❤❡& *❤❛♥ ✧❛❝❝❡♣*✐♥❣✧ *❤❡ ♣&❡2❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡&♠❛♥❡♥* ❜✐❛2✳ ❆2 ❛♥ ❛❧*❡&♥❛*✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛*✐♦♥

♦❢ *❤✐2 ❜✐❛2✱ ✐♥ *❤❡ ❝✉&&❡♥* ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛❞❞ ❤❡*❡&♦❣❡♥❡✐*② ✐♥ ❤♦✉2❡❤♦❧❞2 ❜❡❤❛✈✐♦✉&✳ ❲❡

❛22✉♠❡ *❤❛* *❤❡&❡ ❛&❡ *✇♦ *②♣❡2 ♦❢ ❛❣❡♥*2✿

• ❛ ❢&❛❝*✐♦♥ 1− µ ♦❢ ❤♦✉2❡❤♦❧❞2 ❞❡✈❡❧♦♣ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥2 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡ ❈❙■ ❢&❛♠❡✇♦&❦

• *❤❡ &❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢&❛❝*✐♦♥ µ ♦❢ ❤♦✉2❡❤♦❧❞2 ❛&❡ ♥♦* &❛*✐♦♥❛❧ ✐♥ ❛♥② 2❡♥2❡ ❜✉* ❛&❡  !✉❜✲

❜♦&♥❧② ♣❡  ✐♠✐ !✐❝✳

●✐✈❡♥ *❤❛* *❤❡ ❤❡*❡&♦❣❡♥❡♦✉2 ❢&❛♠❡✇♦&❦ ❞♦❡2 ♥♦* ❛❧❧♦✇ *♦ ❛♣♣❧② *❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤ ♣&❡2❡♥*❡❞

✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✺✳✶✱ ✇❡ ❛❞♦♣* ❛♥ ❆❣❡♥*✲❇❛2❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐*❤ *❤❡ 2✉❣❣❡2*✐♦♥ ♦❢ ❈❛&&♦❧❧

✭✷✵✵✻✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ 2✐♠✉❧❛*❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥2 ❛♥❞ *❤❡♥ ❛❣❣&❡❣❛*❡ *❤❡♠✱ 2*✉❞②✐♥❣ *❤❡

✜* ✇✐*❤ ❡♠♣✐&✐❝❛❧ 2✉&✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡2✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞ ❝♦✉♥*&② 2✉❜2❝&✐♣*2 ❢♦& 2✐♠♣❧✐❝✐*②✱ ❜✉* *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦❝❡22 ✐2 &❡♣❡❛*❡❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥*❧② ❢♦& ❡❛❝❤ 2❡❧❡❝*❡❞ ❝♦✉♥*&②✳ ❲❡ ✉2❡ *❤❡ 2✉❜2❝&✐♣* i *♦ ❞❡♥♦*❡ ❛ ✈❛&✐❛❜❧❡

❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ ❛❣❡♥* i✳✸✷ ❆❧❧ ❛❣❡♥*2 ❛&❡ ✐♥✐③✐❛❧✐③❡❞ ✇✐*❤ Ei
0[∆4u4] = 0✳ ✧■♥❢❡❝*✐♦♥✧ ♦❢ ❛❣❡♥* i✱

✐♥ ❛♥② ♣❡&✐♦❞ t✱ ✐2 ❛ ❇❡&♥♦✉❧❧✐ &❛♥❞♦♠ ✈❛&✐❛❜❧❡ Inf i
t ✇✐*❤ P(Inf i

t = 1) = λ✱ ❛♥❞  !✉❜❜♦&♥❧②

♣❡  ✐♠✐ ♠ ✐2 ♠♦❞❡❧❡❞ ❛2 ❛ ❇❡&♥♦✉❧❧✐ ✇✐*❤ P(Stubit = 1) = µ✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Ei
t [∆4ut+4] =

{
Nt[∆4ut+4] ✐❢ Inf i

t = 1 ✭■♥❢♦&♠❡❞✮,

α + βEi
t−1[∆4ut+3] ✐❢ Inf i

t = 0 ✭❯♥✐♥❢♦&♠❡❞✮.
✭✶✳✷✼✮

■♥ 2✉❝❤ ❛ ✇❛②✱ ✇❡ ♣&♦❞✉❝❡ 4✉❛♥*✐*❛*✐✈❡ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥2✳ ■♥ ♦&❞❡& *♦ ❝♦♠♣❛&❡ *❤❡ 2✐♠✲

✉❧❛*✐♦♥ &❡2✉❧*2 ✇✐*❤ *❤❡ ❊❈ ❈♦♥2✉♠❡& ❙✉&✈❡②2✱ ✇❡ ♠✐♠✐❝❦ ❈❛&❧2♦♥ ❛♥❞ X❛&❦✐♥ ✭✶✾✼✺✮

♣&♦❜❛❜✐❧✐*② ❛♣♣&♦❛❝❤ *♦ 4✉❛❧✐*❛*✐✈❡ 2✉&✈❡②2✳ ❲❡ ❛❞❞ *❤❡ ♣❛&❛♠❡*❡& γ *♦ *&❛♥2❢♦&♠ *❤❡

2✐♠✉❧❛*❡❞ 4✉❛♥*✐*❛*✐✈❡ ✐♥*♦ 4✉❛❧✐*❛*✐✈❡ ❡2*✐♠❛*❡2✱ ♥❛♠❡❧② *❤❡ ❛♥2✇❡& Ansit *♦ ◗✼ ❛2 &❡✲

♣♦&*❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳

✸✷

❯!❡# ●✉✐❞❡ ❢♦# ❊✉#♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐!!✐♦♥✬! ❏♦✐♥2 ❍❛#♠♦♥✐!❡❞ ❊❯ 4#♦❣#❛♠♠❡ ♦❢ ❈♦♥!✉♠❡# ❙✉#✈❡②!

#❡♣♦#2! 2❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧! ✐♥2❡#✈✐❡✇❡❞ ♣❡# ♠♦♥2❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥2#②✿ ✸✸✵✵ ❢♦# ❋#❛♥❝❡ ❛♥❞ ✷✵✵✵ ❡❛❝❤

❢♦# ●❡#♠❛♥②✱ ■2❛❧② ❛♥❞ 2❤❡ ❯♥✐2❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ❲❡ !✐♠✉❧❛2❡ 2❤❡ ✭I✉❛#2❡#❧②✮ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦#❞✐♥❣❧②✿ ✾✾✵✵ ❛❣❡♥2!

❢♦# ❋#❛♥❝❡ ❛♥❞ ✻✵✵✵ ❡❛❝❤ ❢♦# ●❡#♠❛♥②✱ ■2❛❧② ❛♥❞ 2❤❡ ❯❑✳



✸✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❊❳#❊❈❚❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨✿ ❆ ❈❙■ ▼❖❉❊▲

Ansit(E
i
t [∆4ut+4]) =





++ ✭✐♥❝&❡❛)❡ )❤❛&♣❧②✮ ✐❢ Ei
t [∆4ut+4] ≥ γ ∨ Stubit = 1,

+ ✭✐♥❝&❡❛)❡ )❧✐❣❤1❧②✮ ✐❢

γ
2
≤ Ei

t [∆4ut+4] < γ ∧ Stubit = 0,

= ✭&❡♠❛✐♥ 1❤❡ )❛♠❡✮ ✐❢ − γ
2
< Ei

t [∆4ut+4] <
γ
2
∧ Stubit = 0,

− ✭❢❛❧❧ )❧✐❣❤1❧②✮ ✐❢ − γ < Ei
t [∆4ut+4] ≤ −γ

2
∧ Stubit = 0,

−− ✭❢❛❧❧ )❤❛&♣❧②✮ ✐❢ Ei
t [∆4ut+4] ≤ −γ ∧ Stubit = 0,

❚❤❡ )✐♠✉❧❛1❡❞ ✐♥❞❡① ÊUU
t ✐) ♦❜1❛✐♥❡❞ ❛) ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ )✐♠✉❧❛1❡❞ ❛♥)✇❡&) ❛♥❞

❝♦♠♣❛&❡❞ ✇✐1❤ EUU
t ✳

✶✳✻ ❊$%✐♠❛%✐♦♥ ♦✉%♣✉%
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= 0.83❀ [(1− λ)β]
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= 0.85❀ [(1− λ)β]
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❀ [(1− λ)β]
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= 0.84✳
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M̂t [∆4ut+4] = λNt [∆4ut+4] + (1− λ) (α + βM̂t−1 [∆4ut+3]
α(1− λ) λ β

∑4
j=1 ∆4ln(y

USA)t−j∑2
j=1 ∆4ln(sp)t−j

∑1
j=0 ∆4ln(oil)t−1

∑1
j=0 ∆4it−j

∑3
j=1 ∆4ln(hp

USA)t−j∑2
j=1 ∆4ln(y

USA)t−j

∑1
j=0 ∆4it−j

∑2
j=1 ∆4ln(sp)t−j

∑3
j=1 ∆4ln(hp)t−j

∑2
j=1 ∆4ln(y

USA)t−j

∆4ln(sp)t−1

∑2
j=0 ∆4ln(oil)t−j

∑2
j=1 ∆4ln(hp)t−j ∆4ln(sp)t−1

∑2
j=0 ∆4ln(oil)t−1∑3

j=1 ∆4ln(hp
USA)t−j

∑1
j=0 ∆4it−j

∑1
j=0 spreadt−j

M̂ [•]
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"❡$♣❡❝' '♦ '❤❡ ●❯■ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ●♦♦❣❧❡ '"❡♥❞$✳ 6❧♦'$ ❢♦" ●❡"♠❛♥② ❛♥❞ '❤❡ ❯❑ $❤♦✇

❤✐❣❤ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❝♦""❡❧❛'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡ ●❯■✱ ❡=✉❛❧ '♦ −0.44 ❛♥❞ −0.40✱ "❡$♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❚❤❡$❡

"❡$✉❧'$ ❛"❡ $✉♣♣♦"'❡❞ ❜② ♦'❤❡" $'✉❞✐❡$ ❝♦♥❞✉❝'❡❞ ♦♥ ❤♦✉$❡❤♦❧❞$ ❤❛❜✐'$ ✐♥ '❤❡ ❊✉"♦♣❡❛♥

❝♦✉♥'"✐❡$✳ ■♥ ♣❛"'✐❝✉❧❛"✱ '❤❡ ❊✉"♦❜❛"♦♠❡'❡" $✉"✈❡② ❞❛'❛ $❤♦✇$ '❤❛' ❇"✐'✐$❤ ❛❣❡♥'$ ❤❛✈❡

❛ ♣♦♦" ♦♣✐♥✐♦♥ ❛❜♦✉' '❤❡ =✉❛❧✐'② ❛♥❞ ✉$❡❢✉❧♥❡$$ ♦❢ '❤❡ ♣"❡$$✳

✸✺

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐$ ❛♠♦♥❣ '❤❡

❧♦✇❡$' ✐♥ ❊✉"♦♣❡✳ ❋✐❣✉"❡ ✶✳✻ ♣❧♦'$ '❤❡ ♣❡"❝❡♥'❛❣❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❞♦ ♥♦' '"✉$' '❤❡ ♣"❡$$

❢♦" '❤❡ ♣❡"✐♦❞ ✷✵✵✵✲✷✵✶✻✳ ❋"♦♠ ❋✐❣✉"❡ ✶✳✻ ✐' ❡♠❡"❣❡$ ❝❧❡❛"❧② '❤❛' ❇"✐'✐$❤ ❛❣❡♥'$ ❛"❡

✈❡"② $❦❡♣'✐❝❛❧ ❛❜♦✉' '❤❡ "❡❧✐❛❜✐❧✐'② ♦❢ ✐♥❢♦"♠❛'✐♦♥ ❞✐$$❡♠✐♥❛'❡❞ ❜② ♣"❡$$✳ ❈♦♥✈❡"$❡❧②✱ '❤❡

❋"❡♥❝❤✱ '❤❡ ●❡"♠❛♥$ ❛♥❞ '❤❡ ■'❛❧✐❛♥$ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡''❡" ❝♦♥$✐❞❡"❛'✐♦♥ ♦❢ ♣"❡$$ ✐♥❢♦"♠❛'✐♦♥

❝♦♥'❡♥'✳ ❚❤✐$ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❛② $✉❣❣❡$' '❤❛' ❛❣❡♥'$ ✐♥ '❤❡ ❯❑ ✉$❡ ❛$ $♦✉"❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦"♠❛'✐♦♥

♦'❤❡" ♠❡❞✐❛ $✉❝❤ ❛$ ❜❧♦❣$ ❛♥❞ $♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛✳ ❋✐❣✉"❡ ✶✳✺ ♦♥ '❤❡ "❡❧❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ λ ❛♥❞ '❤❡

●❯■ ❝♦♥✜"♠$ '❤✐$ ❤②♣♦'❤❡$✐$✳ ❙✐♠✐❧❛"❧② ❢♦" ●❡"♠❛♥②✱ λ ✐$ ♠♦"❡ ❝♦""❡❧❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ●❯■

'❤❛♥ ✇✐'❤ '❤❡ ❊6❯❀ ❝♦♥✈❡"$❡❧②✱ ❢♦" ❋"❛♥❝❡ λ ✐$ ❛❧♠♦$' ✉♥❝♦""❡❧❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ●❯■✳ ❚❤❡

❝❛$❡ ♦❢ ■'❛❧②✱ ✜♥❛❧❧②✱ ✐$ ❝✉"✐♦✉$✿ ✐' ✐$ '❤❡ ❝♦✉♥'"② ✇✐'❤ '❤❡ ❤✐❣❤❡$' ❝♦""❡❧❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ λ
❛♥❞ '❤❡ ❊6❯ ❜✉'✱ ✐❢ ✇❡ ❢♦❝✉$ ♦♥ '❤❡ $✉❜♣❡"✐♦❞ ❢♦" ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❛'❛ ❢♦" ❜♦'❤ '❤❡ ❊6❯

❛♥❞ '❤❡ ●❯■ ✭✐✳❡✳ $✐♥❝❡ ✷✵✵✹✮✱ '❤✐$ ❝♦""❡❧❛'✐♦♥ ❞❡❝"❡❛$❡$ ❛♥❞ ✐$ ❛❧♠♦$' ❡=✉❛❧ '♦ '❤❡ ♦♥❡

❜❡'✇❡❡♥ λ ❛♥❞ '❤❡ ●❯■✳ ■' ✐$ ❧✐❦❡ ✐❢ ■♥'❡"♥❡' ✐$ ♣❛"'✐❛❧❧② $✉❜$'✐'✉'✐♥❣ ♣"✐♥' ❥♦✉"♥❛❧✐$♠ ❛$

❛ $♦✉"❝❡ ♦❢ ❝♦♥'❛❣✐♦♥✳ ❚❤✐$ ✐♥$✐❣❤' ✐$ ✇♦"'❤ $♦♠❡ ❢✉'✉"❡ "❡$❡❛"❝❤✳

✶✳✻✳✷ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥ -❡/✉❧*/

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛$ ❤✐❣❤❧✐❣❤'❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✶✳✺✳✷✱ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ✜✈❡ ♣❛"❛♠❡'❡"$✿ λ✱ α✱ β✱ γ ❛♥❞ µ✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ α ❛♥❞ β ❛"❡ ❝❛❧✐❜"❛'❡❞ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ♠❛❝"♦✲❧❡✈❡❧ ❡$'✐♠❛'❡$ "❡♣♦"'❡❞

✐♥ ❙❡❝'✐♦♥$ ✶✳✸✳✸ ❛♥❞ ✶✳✻✳✶❀ ❆❝❝♦"❞✐♥❣ '♦ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻✱ α ✐$ ♥♦' $'❛'✐$'✐❝❛❧❧②

❞✐✛❡"❡♥' ❢"♦♠ ③❡"♦✱

✸✻

'❤❡"❡❢♦"❡ ✇❡ ❝❛♥ $❛❢❡❧② ❛$$✉♠❡ α = 0✿ ❤❡♥❝❡✱ ♥♦ ♣❡"♠❛♥❡♥' ❜✐❛$ ✐♥

'❤❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥$ ♦❢ '❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞❧② "❛'✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$✳

✸✼

❙✐♠✐❧❛"❧②✱ ●▼▼ ❡$'✐♠❛'❡$ "❡♣♦"'❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻ ❢❛✐❧ '♦ "❡❥❡❝' '❤❡ ❤②♣♦'❤❡$✐$ '❤❛' '❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ β ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② $✉"✈❡② ❞❛'❛ ✐$ ❞✐✛❡"❡♥' ❢"♦♠ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β "❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ ✉♥❞❡"❧②✐♥❣

❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ♣"♦❝❡$$✱ ❛$ ❡$'✐♠❛'❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ✐♥ ♦'❤❡" ✇♦"❞$✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦' ❡①❝❧✉❞❡ '❤❛'

'❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡"$✐$'❡♥❝❡ '❤❛' ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ✐$ '❤❡ ✧'"✉❡✧ ♦♥❡✳ ❆' '❤❡ ✈❡"② $❛♠❡

'✐♠❡✱ ●▼▼ ❡$'✐♠❛'❡$ "❡♣♦"'❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻ ❛"❡ ❤❛"❞❧② $✐❣♥✐✜❝❛♥'❧② ❞✐✛❡"❡♥' ❢"♦♠ ♦♥❡✳

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ '❤❡$❡ ❝♦♥$✐❞❡"❛'✐♦♥$✱ ✐♥ '❤❡ ❜❛$❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐❜"❛'✐♦♥ ✇❡ ❛$$✉♠❡ β ❡=✉❛❧ '♦ '❤❡

❡$'✐♠❛'❡$ ♦❢ '❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ♣"♦❝❡$$ ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✺✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣"♦✈✐❞❡ ❛$ "♦❜✉$'♥❡$$ ❝❤❡❝❦$ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❉ '✇♦ ❛❧'❡"♥❛'✐✈❡ $❝❡♥❛"✐♦$ ✇✐'❤ β = 0.8 ❛♥❞ β = 1✳

λ ✐$ ❢♦" '❤❡ '✐♠❡ ❜❡✐♥❣ ❛$$✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ❝♦♥$'❛♥' ✭✇❡ ✇✐❧❧ "❡❧❛① '❤✐$ ❛$$✉♠♣'✐♦♥ ❧❛'❡"✮

❛♥❞ ❡=✉❛❧ '♦ '❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ ♦❢ '❤❡ '✐♠❡✲✈❛"②✐♥❣ ❡$'✐♠❛'❡$ "❡♣♦"'❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉"❡ ✶✳✷✳ ❖♥❝❡ '❤❡$❡

'❤"❡❡ ♣❛"❛♠❡'❡"$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞✱ γ ❛♥❞ µ ❛"❡ ❡$'✐♠❛'❡❞ '❤"♦✉❣❤ '❤❡ ▼❡'❤♦❞ ♦❢ ❙✐♠✉❧❛'❡❞

▼♦♠❡♥'$✱ ✐♥ ♦"❞❡" '♦ ♠❛'❝❤ '❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ '❤❡ $'❛♥❞❛"❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ♦❢ EUU
t ✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✼ "❡♣♦"'$ '❤❡ ❝❛❧✐❜"❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠✐❝"♦✲$✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♣❛"❛♠❡'❡"$ ❛♥❞ '❤❡ "❡$♣❡❝'✐✈❡

✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥'❡"✈❛❧$✳ ❚❤❡ ❡$'✐♠❛'❡$ ❢♦" µ $✉❣❣❡$' '❤❛' ❡♠♣✐"✐❝❛❧ ❞❛'❛ ❛"❡ ❝♦♥$✐$'❡♥'

✇✐'❤ ❛ ♥♦♥✲'"✐✈✐❛❧ ❢"❛❝'✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥'$ ❜❡✐♥❣ ✧$'✉❜❜♦"♥❧②✧ ♣❡$$✐♠✐$'✐❝✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡" ❣♦❡$

❢"♦♠ ❛❜♦✉' ♦♥❡ ❢♦✉"'❤ ❢♦" ■'❛❧② ❛♥❞ '❤❡ ❯♥✐'❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ '♦ ❛❜♦✉' ♦♥❡ '❤✐"❞ ❢♦" ❋"❛♥❝❡

❛♥❞ ●❡"♠❛♥②✳ ❊$'✐♠❛'❡$ ❢♦" γ ✐♠♣❧② '❤❛' ❝❤❛♥❣❡$ ✐♥ '❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥' "❛'❡ ❜❡②♦♥❞

✸✺

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛' ❤!!♣✿✴✴❡❝✳❡✉)♦♣❛✳❡✉✴❝♦♠♠❢)♦♥!♦❢❢✐❝❡✴♣✉❜❧✐❝♦♣✐♥✐♦♥✴✐♥❞❡①✳❝❢♠ ✳

✸✻

❊①❝❡♣' ❢♦/ '❤❡ ❯❑ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻✳

✸✼

❲❤✐❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥9 ❛❝❝♦/❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ❈❙■ ❢/❛♠❡✇♦/❦✳



✶✳✻✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❖❯❚,❯❚ ✹✶

❋✐❣✉&❡ ✶✳✼✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝&♦✲4✐♠✉❧❛5❡❞ 4✉&✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡4 ✭❝♦♥45❛♥5 λ✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮



✹✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❊❳#❊❈❚❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨✿ ❆ ❈❙■ ▼❖❉❊▲

❋✐❣✉&❡ ✶✳✽✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝&♦✲5✐♠✉❧❛6❡❞ 5✉&✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡5 ✭6✐♠❡✲✈❛&②✐♥❣ λ✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮



✶✳✻✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❖❯❚,❯❚ ✹✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✼✿ ▼✐❝.♦✲1✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❝❛❧✐❜.❛4✐♦♥ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮

❈♦✉♥$%② ❋%❛ ●❡% ■$❛ ❯❦

α ✵ ✵ ✵ ✵

β ✵✳✽✼✸ ✵✳✽✼✹ ✵✳✾✶✸ ✵✳✾✵✽

λ ✵✳✵✾✺ ✵✳✵✼✼ ✵✳✵✼✼ ✵✳✵✾✽

µ ✵✳✸✹✵ ✭✵✳✸✸✽✲✵✳✸✹✶✮ ✵✳✸✷✾ ✭✵✳✸✷✻✲✵✳✸✸✷✮ ✵✳✷✽✹ ✭✵✳✷✽✷✲✵✳✷✽✻✮ ✵✳✷✶✺ ✭✵✳✷✶✸✲✵✳✷✶✻✮

γ ✵✳✹✹✾ ✭✵✳✹✹✸✲✵✳✹✺✺✮ ✵✳✷✻✶ ✭✵✳✷✺✸✲✵✳✷✻✽✮ ✵✳✸✽✽ ✭✵✳✸✽✸✲✵✳✸✾✸✮ ✵✳✹✺✺ ✭✵✳✹✺✷✲✵✳✹✺✽✮

✵✳✷✺✲✵✳✹✺ ♣❡.❝❡♥4❛❣❡ ♣♦✐♥41 ❛.❡ ❝♦♥1✐❞❡.❡❞ ❜② ❛❣❡♥41 ❛1 1❤❛.♣ ❝❤❛♥❣❡1✳ ◆♦4❡✇♦.4❤②✱ γ
❡14✐♠❛4❡1 ❛.❡ ♦❢ 4❤❡ 1❛♠❡ ♦.❞❡. ♦❢ ♠❛❣♥✐4✉❞❡ ♦❢ 4❤❡ 14❛♥❞❛.❞ ❞❡✈✐❛4✐♦♥1 ♦❢ ❞✐14✉.❜❛♥❝❡1

ǫ ❛♥❞ η ✭1❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽✮✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✽✿ ❘❛4✐♦ σǫ ❛♥❞ ση ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✺✮ 4♦ γ ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✼✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮

❋.❛ ●❡. ■4❛ ❯❦

σǫ/γ ✶✳✶✸ ✶✳✾✷ ✶✳✵✸ ✶✳✶✵

ση/γ ✵✳✻✺ ✶✳✸✽ ✵✳✼✺ ✵✳✼✸

❋✐❣✉.❡ ✶✳✼ ❛❧❧♦✇1 ❢♦. ❛ ✈✐1✉❛❧ ✐♥1♣❡❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ✜4 ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ .❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ EUU
t ❛♥❞

4❤❡ 1✐♠✉❧❛4❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ÊUU
t ♦❜4❛✐♥❡❞ 4❤.♦✉❣❤ 4❤❡ ❝❛❧✐❜.❛4✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼✳ ❚❤❡ ❝♦..❡❧❛4✐♦♥

✐1 1✐❣♥✐✜❝❛♥4 ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ✵✳✺ ❢♦. ❛❧❧ ❝♦✉♥4.✐❡1 ❜✉4 ❢♦. ●❡.♠❛♥②✱ ✇❤❡.❡ ✐4 ✐1 ❛.♦✉♥❞ ✵✳✷✺✳

❋✐❣✉.❡ ✶✳✽ ❛❧❧♦✇1 ❢♦. ❛ ✈✐1✉❛❧ ✐♥1♣❡❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ✜4 ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ .❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ EUU
t ❛♥❞

4❤❡ 1✐♠✉❧❛4❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ÊUU
t ✉1✐♥❣ 4❤❡ 4✐♠❡✲✈❛.②✐♥❣ ❡14✐♠❛4❡1 ❢♦. λ ✐♥14❡❛❞ ♦❢ 4❤❡ ❝♦♥14❛♥4

✧✐♥❢❡❝4✐♦♥ ♣.♦❜❛❜✐❧✐4②✧ .❡♣♦.4❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼✳ ❚❤❡ ❝♦..❡❧❛4✐♦♥ ✐1 ❛ ❜✐4 ❤✐❣❤❡. ❢♦. ❛❧❧ 1❡❧❡❝4❡❞

❝♦✉♥4.✐❡1✱ ✐♥ ♣❛.4✐❝✉❧❛. ❢♦. ❋.❛♥❝❡ ❛♥❞ ●❡.♠❛♥②✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✾✿ ❈♦..❡❧❛4✐♦♥ ♦❢ .❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ 1✐♠✉❧❛4❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮

❋.❛ ●❡. ■4❛ ❯❦

❈♦♥14❛♥4 λ ✵✳✹✾ ✵✳✷✼ ✵✳✺✾ ✵✳✺✺

❚✐♠❡✲✈❛.②✐♥❣ λ ✵✳✺✺ ✵✳✸✸ ✵✳✻✶ ✵✳✺✼

❆1 ❛ ❢✉.4❤❡. ❝♦♥1✐❞❡.❛4✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✉♥❝❡.4❛✐♥4② ♠❡❛1✉.❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ 4❤❡ ❞❡✈✐❛4✐♦♥

♦❢ 4❤❡ .❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢.♦♠ 4❤❡ ♠✐❝.♦✲1✐♠✉❧❛4❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐1 4❤❛4✱ ❞✉.✐♥❣ ♣❡.✐♦❞1 ♦❢

❤❡✐❣❤4❡♥❡❞ ✭♣❡.❝❡✐✈❡❞✮ ✉♥❝❡.4❛✐♥4②✱ 4❤❡ ❛❝4✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐1 ❡①♣❡❝4❡❞ 4♦ ❜❡ ❛ ♥♦✐1✐❡. .❡♣.❡✲

1❡♥4❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ✐41 ❢✉♥❞❛♠❡♥4❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❣❡♥41 ♠❛② 4❤✐♥❦ 4❤❛4 ❡①♣❡.41 ❛.❡ 14✐❧❧

❛❜❧❡ 4♦ ❝♦..❡❝4❧② ❢♦.❡❝❛14 4❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥4❛❧ .❛4❡✱ ❜✉4 4❤❛4 4❤❡ ❛❝4✉❛❧ .❛4❡ ✐1 ❧✐❦❡❧② 4♦ ❜❡

♠✉❝❤ ❞✐✛❡.❡♥4✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧1 ❝❛.❡ ❧❡11 ❛❜♦✉4 ❡①♣❡.4 ❢♦.❡❝❛141 ❛♥❞ 4❤❡✐. ❡①♣❡❝4❛✲

4✐♦♥1 ♠❛② ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛❧4❡.♥❛4✐✈❡ 1♦✉.❝❡1✱ ❧❡❛❞✐♥❣ 4♦ ✇❛✈❡1 ♦❢ ♦♣4✐♠✐1♠✴♣❡11✐♠✐1♠

✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 4❤❡ ❡①♣❡.4 ❢♦.❡❝❛141✳ ❖✉. ♣.♦♣♦1❡❞ ✉♥❝❡.4❛✐♥4② ✐♥❞❡① ✭✐!!✐♥❞❡①✮ ✐1 4❤❡♥

❜❛1❡❞ ♦♥ 4❤❡ ✇❛✈❡1 ♦❢ ♦♣4✐♠✐1♠✴♣❡11✐♠✐1♠ 4❤❛4 .❡♠❛✐♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 4❤❡ ♣.❡1❡♥4 ♠♦❞❡❧

✭EUU − ÊUU
✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ 4❤❛4 ❛❣❡♥41 ✉♣❞❛4❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛4❡❧② ♦♥❝❡ ❡✈❡.② ✶✵ Z✉❛.✲

4❡.1 4❤❡✐. ✐♥❢♦.♠❛4✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦1❡ 4❤❡ ✶✵✲Z✉❛.4❡. .♦❧❧✐♥❣ 14❛♥❞❛.❞ ❞❡✈✐❛4✐♦♥✿

✐!!✐♥❞❡①t =

√
V (EUU

t − ÊUU
t, ..., EUU

t−9 − ÊUU
t−9) ✭✶✳✷✽✮
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■♥ ❋✐❣✉'❡ ✶✳✾ ✇❡ ❝♦♠♣❛'❡ 2❤❡ ✐!!✐♥❞❡① ✇✐2❤ ❊❝♦♥♦♠✐❝ 5♦❧✐❝② ❯♥❝❡'2❛✐♥2② ■♥❞❡①

✭❇❛❦❡' ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✿ ♦♥ ❛✈❡'❛❣❡✱ 2❤❡ ❤✐❣❤❡' 2❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡'2❛✐♥2②✱ 2❤❡ ♠♦'❡ ❢'❡F✉❡♥2

2❤❡ ✇❛✈❡G ♦❢ ♦♣2✐♠✐G♠ ❛♥❞ ♣❡GG✐♠✐G♠ ✉♥'❡❧❛2❡❞ 2♦ ❡①♣❡'2 ❢♦'❡❝❛G2G✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥2✐♥❣ 2❤❡

✐♥2❡'♣'❡2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ 2✐♠❡✲✈❛'②✐♥❣ λ ❢'♦♠ ❙❡❝2✐♦♥ ✶✳✻✳✶✳

❋✐❣✉'❡ ✶✳✾✿ ❘♦❧❧✐♥❣ G2❛♥❞❛'❞ ❞❡✈✐❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥2 ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② 2❤❡ ❛❣❡♥2✲❜❛G❡❞

♠♦❞❡❧ ✭✐!!✐♥❞❡①✮ ✈! ♣♦❧✐❝② ✉♥❝❡'2❛✐♥2② ✐♥❞❡① ✭❊'❯✮ ✭✶✾✾✼◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮
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✶✳✼ #♦❧✐❝② ❝♦♥*✐❞❡-❛/✐♦♥*

❈❧❛%%✐❝❛❧ ♠❛❝)♦❡❝♦♥♦♠✐❝ -❤❡♦)② ♠♦%-❧② ❝♦♥❝❡)♥% -✇♦ ♣♦❧✐❝② ✐♥%-)✉♠❡♥-%✱ -❤❡ ✜%❝❛❧ ♣♦❧✲

✐❝② ❛♥❞ -❤❡ ♠♦♥❡-❛)② ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ -❤❡ ❝✉))❡♥- ♠❛❝)♦❡❝♦♥♦♠✐❝ %❡--✐♥❣✱ ❢♦) ♠♦%- ❊✉)♦♣❡❛♥

❝♦✉♥-)✐❡% -❤❡%❡ -✇♦ ✇❡❛♣♦♥% ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠✉❝❤ ❧❡%% ❡✛❡❝- ❡✛❡❝-✐✈❡✳ ❈♦✉♥-)✐❡% ❜❡❧♦♥❣✲

✐♥❣ -♦ -❤❡ ❊✉)♦ ❛)❡❛ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ✉♣ ♠♦♥❡-❛)② ♣♦❧✐❝② ✲ ♦)✱ ❜❡--❡) )❡♣❤)❛%❡❞✱ ♠♦♥❡-❛)②

♣♦❧✐❝② ✐% ❝♦♥❞✉❝-❡❞ ❛- -❤❡ ❊✉)♦♣❡❛♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ -❤❡ ❊✉)♦♣❡❛♥ ❝❡♥-)❛❧ ❜❛♥❦ ❤❛% -♦ ♠❛❦❡

❛ -)❛❞❡✲♦✛ ❛♠♦♥❣ -❤❡ %❤♦)-✲-❡)♠ ♥❡❡❞% ♦❢ -❤❡ ❞✐✛❡)❡♥- ❝♦✉♥-)✐❡%✳ ❙✐♠✐❧❛)❧②✱ -❤❡)❡ ❛)❡

❝♦♥%-)❛✐♥-% ✐♥ -❤❡ ✉%❡ ♦❢ ✜%❝❛❧ ♣♦❧✐❝②✳ ❊①♣❧♦)✐♥❣ ✧❛❧-❡)♥❛-✐✈❡%✧ -♦ -❤❡%❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ♠❛❝)♦

♣♦❧✐❝② ✐♥%-)✉♠❡♥-% ✐% ❛ )❡❧❡✈❛♥- -♦♣✐❝✱ ✐♥ ♣❛)-✐❝✉❧❛) ❢♦) -❤❡%❡ ❝♦✉♥-)✐❡%✳

■♥ -❤✐% %❡❝-✐♦♥✱ ♦✉) ❛✐♠ ✐% ✜)%- -♦ %-✉❞② -❤❡ )♦❧❡ ♦❢ ❤♦✉%❡❤♦❧❞% ✭✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥-✮ %❡♥✲

-✐♠❡♥- ♦♥ -❤❡ ♦✉-♣✉- ❣❛♣✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦✐- -❤❡ ♠✐❝)♦✲%✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♣)♦❝❡❞✉)❡ -♦

❡①♣❧♦)❡ %♦♠❡ ✧✇❤❛-✲✐❢✧ %❝❡♥❛)✐♦%✱ ❛%%✉♠✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥% ✐♥ -❤❡ ❞❡❣)❡❡ ♦❢ ❤♦✉%❡❤♦❧❞% ❛-✲

-❡♥-✐♦♥ ❛♥❞ -)✉%- ♦♥ ♣)♦❢❡%%✐♦♥❛❧ ❢♦)❡❝❛%-❡)% ♦♣✐♥✐♦♥%✱ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥%❡E✉❡♥❝❡% ♦♥ -❤❡ ♦✉-♣✉-

❣❛♣ ❞✉)✐♥❣ -❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♥❞ -❤❡ %♦✈❡)❡✐❣♥ ❝)✐%✐%✳

✶✳✼✳✶ ❖✉%♣✉% ❣❛♣

❲❡ ✐♥%♣❡❝- -❤❡ )❡❧❛-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ♦✉-♣✉- ❣❛♣ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥- ❡①♣❡❝-❛-✐♦♥%✳ ■♥ ♦)❞❡)

-♦ ❞♦ %♦✱ ✇❡ ✇)✐-❡ ❞♦✇♥ ❛♥ ■❙ ❝✉)✈❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦% -❤❡ ♦✉-♣✉- ❣❛♣ -♦ -❤❡ ✐♥✢❛-✐♦♥ )❛-❡ ❛♥❞

-❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥-❡)❡%- )❛-❡ ✭●♦♦❞❤❛)- ❛♥❞ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛✉❣♠❡♥-❡❞ ✇✐-❤ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥-

❡①♣❡❝-❛-✐♦♥% EUU
t ✿

yt = α0 + α1yt−1 + α2∆yt−1 + α3(it−1 − πGDP
t−1 ) + α4EU

U
t + ǫt ✭✶✳✷✾✮

✇❤❡)❡ yt ✐% -❤❡ ♦✉-♣✉- ❣❛♣ ❛♥❞ it ❛♥❞ π
GDP
t ❛)❡ -❤❡ ❢♦✉) E✉❛)-❡) ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡)❛❣❡% ♦❢ -❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ %❤♦)-✲-❡)♠ ✐♥-❡)❡%- )❛-❡ ❛♥❞ ♦❢ -❤❡ ✐♥✢❛-✐♦♥ )❛-❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② -❤❡ ●❉P ❞❡✢❛-♦)✱

)❡%♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❇♦-❤ -❤❡ ✐♥✢❛-✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥-❡)❡%- )❛-❡% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡-)❡♥❞❡❞ ✉%✐♥❣ ❛ E✉❛❞)❛-✐❝

-)❡♥❞✳ ❚❤❡ ♦✉-♣✉- ❣❛♣ ✐% ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ❛% -❤❡ ❞❡✈✐❛-✐♦♥ ❢)♦♠ ❛ E✉❛❞)❛-✐❝ -)❡♥❞✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✿ ❖▲❙ ❡%-✐♠❛-❡% ♦❢ -❤❡ ■❙ ❝✉)✈❡ ❊E✳ ✭✶✳✷✾✮ ✭❋)❛♥❝❡ ❛♥❞ ❯❑ ✶✾✾✶E✷✲✷✵✶✻E✹✱

●❡)♠❛♥② ✶✾✾✶E✸✲✷✵✶✻E✹✱ ■-❛❧② ✶✾✾✺E✸✲✷✵✶✻E✹✮

❋❘❆ ●❊❘ ■❚❆ ❯❑

α0
✵✳✷✹✻✯✯

✭✵✳✵✾✻✮

✵✳✺✺✺✯✯✯

✭✵✳✶✻✷✮

✵✳✶✽✷✯

✭✵✳✵✾✾✮

✵✳✶✹✺✯✯

✭✵✳✵✺✽✮

α1
✵✳✼✼✼✯✯✯

✭✵✳✵✹✼✮

✵✳✻✺✼✯✯✯

✭✵✳✵✹✼✮

✵✳✼✽✾✯✯✯

✭✵✳✵✹✼✮

✵✳✽✷✺✯✯✯

✭✵✳✵✹✵✮

α2
✵✳✸✺✾✯✯✯

✭✵✳✵✽✾✮

✵✳✶✽✶✯✯

✭✵✳✵✻✻✮

✵✳✺✹✾✯✯✯

✭✵✳✶✷✵✮

✵✳✺✶✽✯✯✯

✭✵✳✶✺✸✮

α3
✲✵✳✵✸✹

✭✵✳✵✸✻✮

✲✵✳✵✺✼

✭✵✳✶✹✻✮

✲✵✳✵✶✻

✭✵✳✵✻✺✮

✵✳✵✵✵

✭✵✳✵✷✵✮

α4
✲✵✳✵✵✽✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✷✹✯✯✯

✭✵✳✵✵✼✮

✲✵✳✵✵✽✯

✭✵✳✵✵✹✮

✲✵✳✵✵✻✯✯

✭✵✳✵✵✷✮

◆♦"❡$✿ ◆❡✇❡②✲❲❡&' ✭❍❆❈✮ &'❛♥❞❛0❞ ❡00♦0& ❛0❡ 0❡♣♦0'❡❞ ✐♥ ♣❛0❡♥'❤❡&❡&✳ ◆♦♠✐♥❛❧ &❤♦0'✲'❡0♠ ✐♥'❡0❡&' 0❛'❡

❛♥❞ ♦❢ '❤❡ ✐♥✢❛'✐♦♥ 0❛'❡ ❛0❡ ❢♦✉0 ;✉❛0'❡0 ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡0❛❣❡& ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡'0❡♥❞❡❞ ✉&✐♥❣ ❛ ;✉❛❞0❛'✐❝

'0❡♥❞
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❖▲❙ ❡&'✐♠❛'❡& ❢♦- '❤❡ ■❙ ❝✉-✈❡ ❛-❡ -❡♣♦-'❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✳ ❘❡&✉❧'& ❛-❡ ❛ ❢✉-'❤❡-

❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♥♦♥✲'-✐✈✐❛❧ -♦❧❡ ♦❢ ❤♦✉&❡❤♦❧❞& ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥&❀ ✐♥ ♣❛-'✐❝✉❧❛-✱ '❤❡ -♦❧❡ ♦❢ '❤♦&❡

❡①♣❡❝'❛'✐♦♥& ♦♥ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣✱ ♥♦' ♦♥❧② ♦♥ ❤♦✉&❡❤♦❧❞& ❝♦♥&✉♠♣'✐♦♥✱ ✐& ♦❢ -❡♠❛-❦❛❜❧❡

✐♥'❡-❡&' ❢♦- ❛ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡-✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❊ -❡♣♦-'& &♦♠❡ -♦❜✉&'♥❡&& ❝❤❡❝❦&✱ ♥❛♠❡❧② (i) ❛

✈❡-&✐♦♥ ✇✐'❤ ❛ ❞✐✛❡-❡♥' ❞❡'-❡♥❞✐♥❣ ♦♣'✐♦♥ ✭❍♦❞-✐❝❦✲J-❡&❝♦'' ✜❧'❡- ✐♥&'❡❛❞ ♦❢ L✉❛❞-❛'✐❝

'-❡♥❞✮✱ (ii) ❛ ❢✉❧❧② ❜❛❝❦✇❛-❞ ■❙ ❝✉-✈❡ ✇✐'❤ ❧❛❣❣❡❞ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥& ❛♥❞ (iii) ❛♥ ❡①'❡♥❞❡❞

✈❡-&✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ■❙ ❝✉-✈❡✳ ❚❤❡&❡ -♦❜✉&'♥❡&& ❝❤❡❝❦& ❝♦♥✜-♠ '❤❡ ♠❛❣♥✐'✉❞❡ ❛♥❞ -❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢

❤♦✉&❡❤♦❧❞& ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥& ♦♥ '❤❡ ❜✉&✐♥❡&& ❝②❝❧❡✳

✶✳✼✳✷ ✧❲❤❛( ✐❢✧ +❝❡♥❛/✐♦+

❚❤✐& ✧✇❤❛' ✐❢✧ &❝❡♥❛-✐♦ ✐& ❣-♦✉♥❞❡❞ ♦♥ '❤❡ ❛&&✉♠♣'✐♦♥ '❤❛' '❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡- ♠✐❣❤' ♠❡

❛❜❧❡✱ ❞❡✈♦'✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ -❡&♦✉-❝❡&✱ '♦ ✭❛' ❧❡❛&' '❡♠♣♦-❛-✐❧②✮ ❛✛❡❝' '❤❡ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥ ❢♦-♠❛'✐♦♥

♣-♦❝❡&&✳ ❇② ✧❛✛❡❝'✧ ✇❡ ❞♦ ♥♦' ♠❡❛♥ ❝❤❡❛'✐♥❣ ❝✐'✐③❡♥&✱ ❧②✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❝✉--❡♥' &'❛'❡ ♦❢ '❤❡

❡❝♦♥♦♠②✳ ❈♦♥✈❡-&❡❧②✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ '✐♠❡❧②✱ ❞✐-❡❝'✱ ❡✛❡❝'✐✈❡ ❛♥❞ &✐♥❝❡-❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

'✐♦♥ ✇✐'❤ ❤♦✉&❡❤♦❧❞&✱ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ '❤❡ ✇❛② '❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥&✳ ❚❤✐& ✧'-❛♥&♣❛-❡♥'

❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥✧ ♣♦❧✐❝② ♠✐❣❤' ❜❡ '♦ ❛❜❧❡ '♦ ❞❡❝-❡❛&❡ '❤❡ ♣-♦♣♦-'✐♦♥ ♦❢ &'✉❜❜♦-♥❧② ♣❡&✲

&✐♠✐&'✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧& ✭❞❡❝-❡❛&❡ µ✮✱ ✐♥❝-❡❛&❡ '❤❡ ❢-❡L✉❡♥❝② ♦❢ ✉♣❞❛'❡ ♦❢ ✐♥❢♦-♠❛'✐♦♥ ✭✐♥❝-❡❛&❡

λ✮ ❛♥❞ ❞❡❝-❡❛&❡ '❤❡ ✉&❡ ♦❢ ❛❧'❡-♥❛'✐✈❡ &♦✉-❝❡& ♦❢ ✐♥❢♦-♠❛'✐♦♥✱ '❤❛' ✐& '❤❡ ♦♥❡& '❤❛' ❧❡❛❞

'❤❡ ✧✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ♦❢ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥&✳

❲❡ ❡①♣❧♦-❡ ❛ ✧✇❤❛' ✐❢✧ &❝❡♥❛-✐♦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛&&✉♠❡ '❤❛' '❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡- ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞

❛ &✐♠✐❧❛- ♣♦❧✐❝② ✐♥ '❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ '❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝-✐&✐& ✭✷✵✵✽ ◗✶✮ ❢♦- ✜✈❡ ②❡❛-& ✭✉♥'✐❧ ✷✵✶✷

◗✹✮✳ ■♥ ♣❡-✐♦❞& ♦❢ ❜♦♦♠ ❛♥❞ -❡❝❡&&✐♦♥&✱ ❧✐❦❡ '❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥&✐❞❡-❡❞✱ &'✐❝❦✐♥❡&& ✐♥ ❤♦✉&❡❤♦❧❞&

❡①♣❡❝'❛'✐♦♥& ♦- '❤❡ ♣-❡&❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧& ✇✐'❤ ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥& ✉♥-❡❧❛'❡❞ '♦ -❡❛❧✐'② ♠✐❣❤'

❤✐♥❞❡- ❛ ❢❛&' ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ '♦ '❤❡ ❡L✉✐❧✐❜-✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉'♣✉'✳

❋♦- '❤❡&❡ ✷✵ L✉❛-'❡-&✱ ✇❡ ❝♦♥&✐❞❡- ❛& ❛♥ ❡✛❡❝' ♦❢ '❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ λ ❛♥❞ ❤❛❧✈❡❞

µ✱✸✽ '♦❣❡'❤❡- ✇✐'❤ ❤❛❧✈❡❞ ✧✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥' EUU − ÊUU
✳

❆ ❞✐✛❡-❡♥' ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦✉&❡❤♦❧❞ &❡♥'✐♠❡♥' EUU
t ✐♠♣❧✐❡& ❛ ❞✐✛❡-❡♥' ♦✉'♣✉' ❣❛♣ yt '❤-♦✉❣❤

❡L✳ ✭✶✳✷✾✮✳ ❚❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣ ✐& ♣❡-&✐&'❡♥' ❛♥❞ ♣❧❛✉&✐❜❧② ❤❛& ❛♥ ❡✛❡❝' ♦♥ '❤❡ &❤♦-'✲'❡-♠

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥' ❢♦-❡❝❛&'& ♦❢ ♣-♦❢❡&&✐♦♥❛❧&✱ &♦ ✇❡ ♣❛-'✐❛❧❧② ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ ♣-♦❢❡&&✐♦♥❛❧ ❢♦-❡❝❛&'&✳

❉❡'❛✐❧& ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❋✳

❋♦-♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥&✐❞❡- ❛& ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ '❤❡ &'❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣✱

❧✐❦❡ '❤❡ &'✉❞② ♦❢ ❚✉-♥❡- ✭✷✵✶✸✮ ♦♥ '❤❡ ❝❛❧✐❜-❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❚❛②❧♦- -✉❧❡✳ ❲❡ ❛&&✉♠❡ '❤❛' '❤❡

❛✐♠ ♦❢ '❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡- ✐& '♦ ❦❡❡♣ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣ ❛& &'❛❜❧❡ ❛& ♣♦&&✐❜❧❡✱ '❤❡-❡❢♦-❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

'❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥&✐❞❡- '❤❡ '✐♠❡ ♣❡-✐♦❞ ❢-♦♠ ✷✵✵✺ ◗✶ '♦ ✷✵✶✺ ◗✹✱ '❤❛' ✐&

❛ ✶✶✲②❡❛- '✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥'❡-❡❞ ❛-♦✉♥❞ '❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥✳ ❆& ❤✐❣❤❧✐❣❤'❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✶✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧♦✇❡- ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥'-✐❡& ✉♥❞❡- '❤❡

✧'-❛♥&♣❛-❡♥' ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✧ -❛'❤❡- '❤❛♥ ✇✐'❤♦✉' ✐'✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✶✿ ❙'❛♥❞❛-❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣ ✭✷✵✵✺◗✶✲✷✵✶✺◗✹✮

❋-❛ ●❡- ■'❛ ❯❦

❇❛&❡❧✐♥❡ ✶✳✵✽ ✶✳✾✹ ✶✳✺✽ ✶✳✺✺

J♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥ ✶✳✵✺ ✶✳✽✽ ✶✳✹✾ ✶✳✹✾

✸✽

❋♦" ●❡"♠❛♥②✱ ✇❤❡"❡ ,❤❡ "❡❧❛,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ ♦✉,♣✉, ❣❛♣ ❛♥❞ ❤♦✉4❡❤♦❧❞4 ❡①♣❡❝,❛,✐♦♥4 ✐4 4,"♦♥❣❡"✱ ✐♥4,❡❛❞

♦❢ ❛ ❢❛❝,♦" ♦❢ ✷ ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡" ❛ ❢❛❝,♦" ♦❢ ✶✳✺✳
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❲❡ ♣❧♦' ❜♦'❤ '❤❡ *✐♠✉❧❛'❡❞ ❝♦♥*✉♠❡2 *❡♥'✐♠❡♥' ❛❣❛✐♥*' '❤❡ ♦2✐❣✐♥❛❧ *✉2✈❡② *❡2✐❡*✱ ❛♥❞

'❤❡ ❡✛❡❝'* ♦♥ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣✳ ❋2♦♠ ❋✐❣✉2❡ ✶✳✶✵✱ ✐' ✐* ♣♦**✐❜❧❡ '♦ ♥♦'❡ '❤❛'✱ ♦♥ '❤❡ ♦♥❡

❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦2❞✐♥❣ '♦ ♦✉2 ❢2❛♠❡✇♦2❦ '❤❡ ✧'2❛♥*♣❛2❡♥' ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥✧ ♣♦❧✐❝② ❤❛* ❛ *❤♦2'✲

'❡2♠ ❝♦*'✱ 2❡✢❡❝'❡❞ ✐♥ ❛ *'2♦♥❣❡2 ♥❡❣❛'✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣ ✐♥ ✷✵✵✽✳ ❖♥ '❤❡ ♦'❤❡2

❤❛♥❞✱ '❤✐* ♣♦❧✐❝② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ ❢❛*'❡2 2❡'✉2♥ '♦ ✈❛❧✉❡* ♦❢ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣ ♦*❝✐❧❧❛'✐♥❣

❛2♦✉♥❞ ③❡2♦✳ ■♥ ❋✐❣✉2❡ ✶✳✶✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜*❡2✈❡ '❤❡ ❞❡❝2❡❛*❡ ✐♥ ❤♦✉*❡❤♦❧❞* ❡①♣❡❝'❛'✐♦♥* '❤❛'

❧❡❛❞* '♦ '❤✐* ❢❛*'❡2 2❡'✉2♥ '♦ ③❡2♦ ♦❢ '❤❡ ♦✉'♣✉' ❣❛♣✳

❙✉❝❤ *✐♠♣❧❡ *✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❡①❡2❝✐*❡✱ ♦❢ ❝♦✉2*❡✱ ❤❛* ♥♦' '❤❡ ♣♦✇❡2 '♦ ❝❧❛✐♠ '❤❛' ❛ ❝2✐*✐*✱

❛♥❞ ✐♥ ♣❛2'✐❝✉❧❛2 '❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♥❞ *♦✈❡2❡✐❣♥ ❝2✐*✐*✱ ♠❛② ❜❡ *♦❧✈❡❞ *♦ '2✐✈✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❛✐♠

♦❢ '❤✐* ❡①❡2❝✐*❡ ✐* '♦ *❤❡❞ ❧✐❣❤' ♦♥ '❤❡ 2❡❧❡✈❛♥' 2♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥*✉♠❡2 *❡♥'✐♠❡♥' ✐♥ ♠✐'✐❣❛'✐♥❣

♦2 ❡①❛❝❡2❜❛'✐♥❣ ❜✉*✐♥❡** ❝②❝❧❡*✱ ❢♦*'❡2✐♥❣ ❢✉2'❤❡2 2❡*❡❛2❝❤ ♦♥ '❤❡ 2♦✉'❡* '❤2♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛

♣♦❧✐❝②♠❛❦❡2 ♠✐❣❤' ❛♣♣❧② ❛ ✧'2❛♥*♣❛2❡♥' ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥✧ ♣♦❧✐❝②✳

❋✐❣✉2❡ ✶✳✶✵✿ ❇❛*❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ✧✇❤❛'✲✐❢✧ ✭✇✐'❤ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥✮ ♦✉'♣✉' ❣❛♣ ✭✷✵✵✺◗✶✲

✷✵✶✺◗✹✮
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❋✐❣✉&❡ ✶✳✶✶✿ ❇❛-❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ✧✇❤❛4✲✐❢✧ ✭✇✐4❤ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥4❛4✐♦♥✮ ❤♦✉-❡❤♦❧❞- ❡①♣❡❝4❛4✐♦♥-

✭✷✵✵✺◗✶✲✷✵✶✺◗✹✮
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✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■♥ $❤❡ ♣(❡)❡♥$ ✇♦(❦✱ ✇❡ ❡①$❡♥❞ $❤❡ ✧❝♦♠♠♦♥✲)♦✉(❝❡✲✐♥❢❡❝$✐♦♥✧ ✭❈❙■✮ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ♦❢ ❈❛((♦❧❧

✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤✐) ♥❡✇ ❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥ ♠❛② ❛❧❧♦✇ (❡)❡❛(❝❤❡() $♦ ❛♣♣❧② $❤❡ ❝♦♠♠♦♥✲)♦✉(❝❡✲✐♥❢❡❝$✐♦♥

♠♦❞❡❧ $♦ $❤❡ )$✉❞② ♦❢ ♠❛❝(♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✈❛(✐❛❜❧❡) ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ♥♦$ ❣♦✈❡(♥❡❞ ❜② ❛♥

✉♥✐$ (♦♦$ ♦( G✉❛)✐✲✉♥✐$ (♦♦$ ♣(♦❝❡))✳ ■♥ ♣❛($✐❝✉❧❛(✱ ✇❡ ❤❛✈❡ )$✉❞✐❡❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥$ ❡①♣❡❝✲

$❛$✐♦♥) ❢(♦♠ ❤♦✉)❡❤♦❧❞ )✉(✈❡②) ♦❢ )❡❧❡❝$❡❞ ❊✉(♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥$(✐❡) ✭❋(❛♥❝❡✱ ●❡(♠❛♥②✱ ■$❛❧②

❛♥❞ $❤❡ ❯❑✮✳ ❇♦$❤ ❛ ♠❛❝(♦✲❧❡✈❡❧ ❡❝♦♥♦♠❡$(✐❝ ❛♣♣(♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ♠✐❝(♦✲❧❡✈❡❧ ❛❣❡♥$✲❜❛)❡❞

❛♣♣(♦❛❝❤ ❤❛✈❡ )❤♦✇♥ $❤❛$ ❛ ♣(♦♣❡(❧② ❢♦(♠✉❧❛$❡❞ ❈❙■ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡)♣✐$❡ ❜❡✐♥❣ (❡❧❛$✐✈❡❧② )✐♠✲

♣❧❡✱ ✐) ❛❜❧❡ $♦ ❝❛♣$✉(❡ $❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛$✉(❡) ♦❢ ♥♦♥✲❡①♣❡($ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥)✳ ❉❛$❛ ❛(❡ ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡

✇✐$❤ ❛ )✐$✉❛$✐♦♥ ✇❤❡(❡ ❛ ❢(❛❝$✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥$) ❛(❡ ❜♦✉♥❞❡❞❧② (❛$✐♦♥❛❧✱ ✇❤✐❧❡ $❤❡ (❡♠❛✐♥✐♥❣

❛(❡ )$✉❜❜♦(♥❧② ❛♥❞ ✐((❛$✐♦♥❛❧❧② ♣❡))✐♠✐)$✐❝✳ ❆♠♦♥❣ ❜♦✉♥❞❡❞❧② (❛$✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧)✱ ❛❜♦✉$

♦♥❡ $❡♥$❤ ♦❢ $❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛❜)♦(❜) ❛♥❞ ♣(♦❝❡))❡) ♥❡✇ ✐♥❢♦(♠❛$✐♦♥ ✭❡①♣❡($ ❢♦(❡❝❛)$)✮ ✐♥

❡❛❝❤ G✉❛($❡(✱ ✇❤❡(❡❛) $❤❡ (❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧) ❜❡❤❛✈❡ ❛) ♥❛✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠❡$(✐❝✐❛♥)✱ ✉♣✲

❞❛$✐♥❣ $❤❡✐( ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥ ✉)✐♥❣ ♦✉$❞❛$❡❞ ✐♥❢♦(♠❛$✐♦♥✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥) )❡❡♠ $♦

❜❡ (❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡(❝❡✐✈❡❞ ✉♥❝❡($❛✐♥$②✱ ♣(♦①✐❡❞ ❜② ♥❡✇)♣❛♣❡( ❝♦✈❡(❛❣❡ ♦♥ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ✉♥❝❡($❛✐♥$② ❛♥❞ ❜② ✇❡❜ )❡❛(❝❤❡) ♦♥ $❤❡ $♦♣✐❝✿ ✐♥ ♣❡(✐♦❞) ♦❢ ❤✐❣❤❡( ✉♥❝❡($❛✐♥$②✱

❛❣❡♥$) ❛❜)♦(❜ ♥❡✇ ✐♥❢♦(♠❛$✐♦♥ ❧❡)) ❢(❡G✉❡♥$❧② ❛♥❞ ❛(❡ ♣❛($✐❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✇❛✈❡) ♦❢

♦♣$✐♠✐)♠✴♣❡))✐♠✐)♠ ✉♥(❡❧❛$❡❞ $♦ ❡①♣❡($ ❢♦(❡❝❛)$)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤♦✉)❡❤♦❧❞) ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥) ❤❛✈❡

❛ ♥♦♥✲$(✐✈✐❛❧ (♦❧❡ ✐♥ ❞❡$❡(♠✐♥✐♥❣ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❣❛♣✱ ✇✐$❤ ❛♥ ❡✛❡❝$ ✐♥ $❤❡ ♦(❞❡( ♦❢ ♠❛❣♥✐$✉❞❡

♦❢ $❡♥$❤) ♦❢ ❛ ♣❡(❝❡♥$❛❣❡ ♣♦✐♥$❀ ♠♦(❡♦✈❡(✱ ❛ ♠✐❝(♦)✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❤❛) )❤♦✇♥ $❤❛$ ❛ $(❛♥)♣❛(❡♥$

❛♥❞ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝(❡❛)❡) $❤❡ ❛✇❛(❡♥❡)) ♦❢ $❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤❡

❝✉((❡♥$ ❛♥❞ $❤❡ ❢✉$✉(❡ )$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✉)❡❢✉❧ ♣♦❧✐❝② ✐♥)$(✉♠❡♥$✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥+,

■ $❤❛♥❦ ❢♦( ✉)❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥$) ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐)❝✉))✐♦♥ V✐❡$(♦ ❉✐♥❞♦✱ ❆♥❞(❡❛ ●✐♦✈❛♥♥❡$$✐✱

❘♦❜❡($♦ ●♦❧✐♥❡❧❧✐✱ ▲✉❝❛ ❘♦))✐♥✐✱ ●❛❜(✐❡❧❡ ❚❡❞❡)❝❤✐✱ ❋(✐❡❞❡(✐❦❡ ❲❛❧❧ ❛♥❞ $❤❡ ♣❛($✐❝✐♣❛♥$)

$♦ ❳❳■ ❛♥❞ ❳❳■■ ❲❊❍■❆✱ ❤❡❧❞ ✐♥ ❯♥✐✈❡()✐❞❛❞ ❏❛✉♠❡ ■ ♦❢ ❈❛)$❡❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ V❧❛♥❛ ✐♥

❏✉♥❡ ✷✵✶✻ ❛♥❞ ❈❛$❤♦❧✐❝ ❯♥✐✈❡()✐$② ♦❢ ▼✐❧❛♥ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✼✱ (❡)♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ■♥ ♣❛($✐❝✉❧❛(✱ ■

❛♠ ❤✐❣❤❧② ✐♥❞❡❜$❡❞ $♦ ❈❤(✐)$♦♣❤❡( ❈❛((♦❧❧ ❢♦( ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥$) ❛♥❞ ❞✐)❝✉))✐♦♥✱ ❛♥❞ $♦

$❤❡ ❏♦❤♥) ❍♦♣❦✐♥) ❯♥✐✈❡()✐$② ❛♥❞ $❤❡ ❈♦♥)✉♠❡( V(♦$❡❝$✐♦♥ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❇✉(❡❛✉ ❢♦( ❤❛✈✐♥❣

❤♦)$❡❞ ♠❡ ❞✉(✐♥❣ )♦♠❡ ✈✐)✐$✐♥❣ ♣❡(✐♦❞✳ ▲❛)$ ❜✉$ ♥♦$ $❤❡ ❧❡❛)$✱ ■ $❤❛♥❦ ❊❧❡♥❛ ❇❛))♦❧✐ ❢♦(

♣(♦♦❢(❡❛❞✐♥❣✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

✶✳❆ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐①

✶✳❆✳✶ ❉❡%✐✈❛)✐♦♥ ♦❢ ❊.✉❛)✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮

❯♥❞❡$ %❤❡ ❤②♣♦%❤❡*✐* %❤❛% ❞❛%❛ ❢$❡.✉❡♥❝② ✐* .✉❛$%❡$❧② ❛♥❞ %❤❡ ❢♦$❡❝❛*% ❤♦$✐③♦♥ ✐* ♦♥❡ ②❡❛$

✭✐✳❡✳ ❢$♦♠ t %♦ t + 4✮✱ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ x %❤❛% ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ✕ ✐♥ %❤❡
❝❛*❡ ♦❢ ❈❛$$♦❧❧ ✭✷✵✵✸✮✬* ❈❙■ ♠♦❞❡❧ ✕ ❝❛♥ ❜❡ $❡♣$❡*❡♥%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

I ′′

xt = x∗t−4,t + ǫt, ✭✶✳✸✵✮

✇❤❡$❡ x∗t−4,t ❞❡♥♦%❡* %❤❛% ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♣❡$✐♦❞ t✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ♣❡$❢❡❝%❧② ❢♦$❡✲
❝❛*%❛❜❧❡ ❢♦✉$ ♣❡$✐♦❞* ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✭t− 4✮ ❜② ♣$♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛*%❡$*✳
■♥ ❡❛❝❤ ♣❡$✐♦❞ %❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❡✈♦❧✈❡* ❛❝❝♦$❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ ♣$♦❝❡**✿

x∗t,t+4 = x∗t−1,t+3 + ηt+4. ✭✶✳✸✶✮

II ′′ ❚❤❡ ♣$♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛*%❡$* ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ x ❛% %✐♠❡ t+ 4 ❝♦$$❡*♣♦♥❞*
%♦

Nt [xt+4] = x∗t,t+4 = x∗t−1,t+3 + ηt+4, ✭✶✳✸✷✮

✇❤❡$❡ %❤❡ *✉❜*❝$✐♣% t ✐* ♦♠✐%%❡❞ ❢$♦♠ %❤❡ ♥♦%❛%✐♦♥ *✐♥❝❡ ✇❡ ❛$❡ ❛**✉♠✐♥❣ ❢$♦♠ %❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ❢♦$❡❝❛*% ❤♦$✐③♦♥ ✐* ♦❢ ♦♥❡ ②❡❛$ ❛♥❞ ✐% ✐* ❛❧$❡❛❞② ❝❧❡❛$ ❢$♦♠ %❤❡

❡①♣❡❝%❛%✐♦♥ ♦♣❡$❛%♦$ Nt [•] %❤❛% %❤❡ *%❛$%✐♥❣ ♣❡$✐♦❞ ♦❢ ❢♦$❡❝❛*%✐♥❣ ✐* t✳

❯♥❞❡$ %❤❡ ♥❡✇ ❛**✉♠♣%✐♦♥* ✭I ′′−II ′′✮✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥%❛✐♥✐♥❣ %❤❡ ♣♦✐♥%* III−IV ❞✐*❝✉**❡❞
✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ %❤❡ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥ ♦❢ x ❛% %✐♠❡ t+4 ❜② ❛ ❣❡♥❡$✐❝ ♥♦♥✲❡①♣❡$% ❛❣❡♥% i ❝❛♥ ❜❡
✇$✐%%❡♥ ❛*✿

Ei
t [xt+4] = Ei

t

[
x∗t+4

]
+ Ei

t [ǫt+4]︸ ︷︷ ︸
=0

. ✭✶✳✸✸✮

■❢ ❛❣❡♥% i ✐* ✏✐♥❢❡❝%❡❞✑ ❛% %✐♠❡ t✱ %❤❡♥ ❊.✳ ✭✶✳✸✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐%%❡♥ ❛*✿

Ei
t [xt+4] = Nt [xt+4] . ✭✶✳✸✹✮

■❢ ❛❣❡♥% i ✐* ♥♦% ✐♥❢❡❝%❡❞ ✐♥ t✱ ❜✉% ✇❛* ✐♥*%❡❛❞ ✐♥❢❡❝%❡❞ ❛% %✐♠❡ t− 1✱ ❊.✳ ✭✶✳✸✹✮ ✐* ❡.✉❛❧ %♦

Ei
t [xt+4] = Nt−1 [xt+4] = Nt−1 [xt+3] . ✭✶✳✸✺✮

✺✶
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❆❝❝♦%❞✐♥❣ *♦ *❤❡-❡ %✉❧❡-✱ *❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥ ♦❢ x ❛* *✐♠❡ t+4 ❝❛♥ ❜❡ %❡♣%❡-❡♥*❡❞

❛-✿

Mt [xt+4] = λNt [xt+4] + (1− λ) {λNt−1 [xt+3] + (1− λ) (λNt−2 [xt+2] . . .)}. ✭✶✳✸✻✮

●✐✈❡♥ *❤❡ ♣%♦♣❡%*② ♦❢ *❤❡ ❧❛❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ %❡♣❡❛*✐♥❣ *❤❡ -❛♠❡ ❛%%❛♥❣❡♠❡♥*- ❞❡-❝%✐❜❡❞

✐♥ -❡❝*✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ✐* ✐- ❡❛-② *♦ ❛%%✐✈❡ ❛* ❊B✳ ✭✶✳✶✹✮✿

Mt [xt+4] = λNt [xt+4] + (1− λ)Mt−1 [xt+3] .

✶✳❆✳✷ ❉❡&✐✈❛*✐♦♥ ♦❢ ❊/✉❛*✐♦♥ ✭✶✳✷✶✮

❯-✐♥❣ *❤❡ ♣%♦♣❡%*② ♦❢ *❤❡ ❧❛❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ *❤❡ %✐❣❤*✲❤❛♥❞ -✐❞❡ ♦❢ ✭✶✳✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡ %❡✇%✐**❡♥

❛-✿

= λ{Nt[xt+1] + (1− λ)βNt−1[xt] + (1− λ)2β2Nt−2[xt−1] + . . . }

+ λ(1− λ)α{[1 + (1− λ) + (1− λ)2 + . . . ] + (1− λ)β[1 + (1− λ) + . . . ] + (1− λ)2β2[1 + . . . ]}

= λNt[xt+1]{1 + (1− λ)βL+ (1− λ)2β2L2 + . . . }

+ λ(1− λ)α{1 + (1− λ)β + (1− λ)2β2 + . . . }{1 + (1− λ) + (1− λ)2 + . . . } ✭✶✳✸✼✮

=
1

1− (1− λ)βL
λNt[xt+1] +

1

1− (1− λ)β

1

1− (1− λ)
λ(1− λ)α

=
1

1− (1− λ)βL
λNt[xt+1] +

1

1− (1− λ)β
(1− λ)α

❚❤✉- ❊B✳ ✭✶✳✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣%❡--❡❞ ❛-✿

Mt [xt+1] =
1

1− (1− λ)βL
λNt[xt+1] +

1

1− (1− λ)β
(1− λ)α ✭✶✳✸✽✮

♦%

[1− (1− λ)βL]Mt [xt+1] = λNt[xt+1] +
1− (1− λ)βL

1− (1− λ)β
(1− λ)α ✭✶✳✸✾✮

✇❤✐❝❤ ❝♦%%❡-♣♦♥❞- *♦ ✭✶✳✷✶✮

Mt [xt+1] = λNt [xt+1] + (1− λ) (α + βMt−1 [xt]).

✶✳❆✳✸ ❉❡&✐✈❛*✐♦♥ ♦❢ ❊/✉❛*✐♦♥ ✭✶✳✷✷✮

❘❡-♣❡❝* *♦ *❤❡ ❝❛-❡ ♣%❡-❡♥*❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❆✳✶✱ ♣♦✐♥* I
′′

❝❤❛♥❣❡- ❛- ❢♦❧❧♦✇-✿

I
′′′

✳ ❚❤❡ *②♣✐❝❛❧ ♣❡%-♦♥ ❜❡❧✐❡✈❡- *❤❛* xt ❜❡❤❛✈❡- ❧✐❦❡ ❛  !❛!✐♦♥❛&②  !♦❝❤❛ !✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■♥

B✉❛%*❡%❧② *❡%♠-✱ *❤✐- ♠❡❛♥- *❤❛* ✇❡ ❤❛✈❡✿

xt = x∗t−4,t + ǫt, ✭✶✳✹✵✮



✶✳❆✳ ❚❊❈❍◆■❈❆▲ ❆**❊◆❉■❳ ✺✸

✇❤❡%❡ &❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❡✈♦❧✈❡2 ❛❝❝♦%❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2&❛✲

&✐♦♥❛%② ♣%♦❝❡22✿

x∗t,t+4 = α + βx∗t−1,t+3 + ηt+4, 0 ≤ β < 1, ✭✶✳✹✶✮

✇❤❡%❡ β %❡♣%❡2❡♥&2 &❤❡ ❛✉&♦%❡❣%❡22✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ♦❢ &❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣%♦❝❡22✱

α ✐2 ❛ ❝♦♥2&❛♥& &❡%♠✱ ❛♥❞ ǫt ❛♥❞ ηt ❛%❡ ●❛✉22✐❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥& ❞✐2&✉%❜❛♥❝❡2✳

II
′′′

✳ ❚❤❡ ♣%♦❢❡22✐♦♥❛❧ ❢♦%❡❝❛2&❡%2 ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ x ❛& &✐♠❡ t+ 4 ❝♦%%❡2♣♦♥❞2

&♦✿

Nt [xt+4] = x∗t,t+4 = α + βx∗t−1,t+3 + ηt+4.
✸✾

✭✶✳✹✷✮

❯♥❞❡% &❤❡ ♥❡✇ ❛22✉♠♣&✐♦♥2 ✭I
′′′

✮ ✕ ✭II
′′′

✮✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥&❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥&2 ✭■■■✮ ✕ ✭■❱✮ ❞✐2❝✉22❡❞

✐♥ ❙✉❜2❡❝&✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ &❤❡ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥ ♦❢ x ❛& &✐♠❡ t+4 ❜② ❛ ❣❡♥❡%✐❝ ♥♦♥✲❡①♣❡%& ❛❣❡♥& i ❝❛♥
❜❡ ✇%✐&&❡♥ ❛2✿

Ei
t [xt+4] = Ei

t

[
x∗t+4

]
+ Ei

t [ǫt+4]︸ ︷︷ ︸
=0

. ✭✶✳✹✸✮

■❢ ❛❣❡♥& i ✐2 ✏✐♥❢❡❝&❡❞✑ ❛& &✐♠❡ t✱ &❤❡♥ ❊L✳ ✭✶✳✹✸✮ ✐2 ❡L✉❛❧ &♦

Ei
t [xt+4] = Nt [xt+4] . ✭✶✳✹✹✮

■❢ ❛❣❡♥& i ✐2 ♥♦& ✐♥❢❡❝&❡❞ ✐♥ t✱ ❜✉& ✇❛2 ✐♥2&❡❛❞ ✐♥❢❡❝&❡❞ ❛& &✐♠❡ t− 1✿

Ei
t [xt+4] = Nt−1 [xt+4] = α + βNt−1 [xt+3] . ✭✶✳✹✺✮

❆❝❝♦%❞✐♥❣ &♦ &❤❡2❡ %✉❧❡2✱ &❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥ ♦❢ x ❛& &✐♠❡ t+4 ❝❛♥ ❜❡ %❡♣%❡2❡♥&❡❞

❛2✿

Mt[xt+4] = λNt[xt+4] + (1− λ){λNt−1[xt+4] + (1− λ)(λNt−2[xt+4] + (1− λ)(λNt−3[xt+4] . . .)}

✭✶✳✹✻✮

●✐✈❡♥ &❤❡ ♣%♦♣❡%&② ♦❢ &❤❡ ❧❛❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ %❡♣❡❛&✐♥❣ &❤❡ 2❛♠❡ ❛%%❛♥❣❡♠❡♥&2 ❞❡2❝%✐❜❡❞

✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳❆✳✷✱ ✐& ✐2 ❡❛2② &♦ ❛%%✐✈❡ ❛& ❊L✳ ✭✶✳✷✷✮✿

Mt [xt+4] = λNt [xt+4] + (1− λ) (α + βMt−1 [xt+3]).

✸✾

❚❤❡ #✉❜#❝'✐♣* t ✐# ♦♠✐**❡❞ ❢'♦♠ *❤❡ ♥♦*❛*✐♦♥ #✐♥❝❡ ✇❡ ❛'❡ ❛##✉♠✐♥❣ ❢'♦♠ *❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ *❤❛* ❢♦'❡❝❛#*

❤♦'✐③♦♥ ✐# ♦❢ ♦♥❡ ②❡❛' ❛♥❞ ✐* ✐# ❛❧'❡❛❞② ❝❧❡❛' ❢'♦♠ *❤❡ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥ ♦♣❡'❛*♦' Nt [•] *❤❛* *❤❡ #*❛'*✐♥❣ ♣❡'✐♦❞
♦❢ ❢♦'❡❝❛#*✐♥❣ ✐# t✳
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❋✐❣✉&❡ ✶✳❇✳✶✿ ◆♦♥✲❡①♣❡'( ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥0 ✐♥❞❡① ✭❯♥❡♠♣✳ ❊①♣✳ ■♥❞❡①❂EUU
t ✮ ✈!

❛❝(✉❛❧ ♣❛0( ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❝❤❛♥❣❡ ✭❯♥❡♠✳ *❛,❡ ✲ ❯♥❡♠✳ *❛,❡✭✲✹✮❂∆4ut✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮✳
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Corr. = 0.84
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∗
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✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( '❛(❡ ✭∆4ut✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮✳

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

1990:1 1995:1 2000:1 2005:1 2010:1 2015:1

Change in unem. rate (year-over-year)

Fundamental value of unem. rate

FRA

-2

-1

0

1

2

3

1990:1 1995:1 2000:1 2005:1 2010:1 2015:1

Change in unem. rate (year-over-year)

Fundamental value of unem. rate

GER

-2

-1

0

1

2

3

1990:1 1995:1 2000:1 2005:1 2010:1 2015:1

Change in unem. rate (year-over-year)

Fundamental value of unem. rate

ITA

-2

-1

0

1

2

3

1990:1 1995:1 2000:1 2005:1 2010:1 2015:1

Change in unem. rate (year-over-year)

Fundamental value of unem. rate

UK



✶✳❈✳ ❙❚❨▲■❩❊❉ ❋❆❈❚❙ ✺✺

✶✳❈ ❙$②❧✐③❡❞ ❢❛❝$.✿ ❡①♣❡2$ ❢♦2❡❝❛.$. ❛♥❞ ✭✉♥♦❜.❡2✈❡❞✮

❧♦♥❣✲2✉♥ ❞❡$❡2♠✐♥❛♥$ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥$ 2❛$❡ ❝❤❛♥❣❡
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∗
✱ ❛$ ❡$,✐♠❛,❡❞ ,❤+♦✉❣❤ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺✳ ❋✐❣✉+❡

✶✳❈✳✶ ❣✐✈❡$ ❛ ✈✐$✉❛❧ ✐♥$♣❡❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ +❡❧❛,✐♦♥✳ ❚❤❡ ,✇♦ $❡+✐❡$ $❡❡♠ ,♦ ♠♦✈❡ ,♦❣❡,❤❡+ ♦✈❡+

,✐♠❡✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ $,❛,✐$,✐❝❛❧ ♠❡❛$✉+❡ ♦❢ ,❤✐$ ❝♦✲♠♦✈❡♠❡♥,✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ,❤❡ ❝♦++❡❧❛,✐♦♥$✱

♦✈❡+ ,❤❡ ♣❡+✐♦❞ ✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻E✸✱ ❜❡,✇❡❡♥ ❢♦✉+ ❧❛❣❣❡❞ ♣❡+✐♦❞$ ♦❢ ♣+♦❢❡$$✐♦♥❛❧ ❢♦+❡❝❛$,❡+$

✭Nt−4 [∆ut]✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲+✉♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥, ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥, +❛,❡ ✭∆ut✮ ❢♦+ ❡❛❝❤

❝♦✉♥,+②✳

✹✵

❘❡$✉❧,$ ❛+❡ +❡♣♦+,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳❈✳✶✳ ■, ✐$ ✐♠♣♦+,❛♥, ,♦ ❡♠♣❤❛$✐③❡ ,❤❛, ❢♦+ ❛❧❧

❝♦✉♥,+✐❡$✱ ,❤❡ ❝♦++❡❧❛,✐♦♥ ✐$ ❛❜♦✈❡ ✵✳✸✵✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣,✐♦♥ ✐$ ●❡+♠❛♥②✱ ✇❤❡+❡ ,❤❡ ❝♦++❡❧❛,✐♦♥

✐$ ✵✳✶✺✳ ❚❤❡ +❡❛$♦♥ ❧✐❡$ ✐♥ ,❤❡ ❤✉❣❡ ✏♦✉,❧✐❡+✑ ♦❜$❡+✈❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♣+♦❢❡$$✐♦♥❛❧ ❢♦+❡❝❛$,❡+$
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❝♦++❡❧❛,✐♦♥ ✐$ ✵✳✸✵✳ ❚❤❡$❡ +❡$✉❧,$ ❝♦♥✜+♠ ,❤❛,✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦+ $♦♠❡ ❛♥♦♠❛❧② ♣+❡❞✐❝,✐♦♥$

,❤❛, ♠❛② ♦❝❝✉+✱ ,❤❡ ❤②♣♦,❤❡$✐$ ,❤❛, ♣+♦❢❡$$✐♦♥❛❧ ❢♦+❡❝❛$,❡+$ ,✐♠❡ $❡+✐❡$ ♣+♦①② ,❤❡ ❧♦♥❣✲+✉♥

❝♦♠♣♦♥❡♥, ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥, +❛,❡ ✐$ $✉♣♣♦+,❡❞ ❜② ❞❛,❛✳

❚❛❜❧❡ ✶✳❈✳✶✿ ❈♦""❡❧❛&✐♦♥ ♦❢ ❖❊❈❉ ❢♦"❡❝❛.&. ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ "❛&❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮

Corr. = (Nt−4 [∆ut] ,∆ut)
❋+❛ ●❡+ ■,❛ ❯❦

✵✳✸✹ ✵✳✶✺ ✵✳✸✶ ✵✳✺✵

❋✐❣✉+❡ ✶✳❈✳✶✿ ?"♦❢❡..✐♦♥❛❧ ❢♦"❡❝❛.&. ✭ !♦❢✳ ❋♦!✮ ✈! ✭✉♥♦❜.❡"✈❡❞✮ ❧♦♥❣✲"✉♥ ❞❡&❡"♠✐♥❛♥& ♦❢

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥& "❛&❡ ✭▲♦♥❣✲!✉♥ ❯♥♦❜✳ ❈♦♠♣✳✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✸✮
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❘❡♠❡♠❜❡$ %❤❛% ♣$♦❢❡++✐♦♥❛❧ ❢♦$❡❝❛+%+ ♣$❡❞✐❝% %❤❡ ❢✉%✉$❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥% $❛%❡ ❛%

%✐♠❡ t+ 4✳
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❚❛❜❧❡ ✶✳❉✳✶✿ ▼✐❝.♦✲1✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❝❛❧✐❜.❛4✐♦♥ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮ ❛11✉♠✐♥❣ β = 0.8

❈♦✉♥$%② ❋%❛ ●❡% ■$❛ ❯❦

α ✵ ✵ ✵ ✵

β ✵✳✽ ✵✳✽ ✵✳✽ ✵✳✽

λ ✵✳✵✾✺ ✵✳✵✼✼ ✵✳✵✼✼ ✵✳✵✾✽

µ ✵✳✸✸✾ ✭✵✳✸✸✽✲✵✳✸✹✵✮ ✵✳✸✷✶ ✭✵✳✸✶✽✲✵✳✸✷✺✮ ✵✳✷✽✷ ✭✵✳✷✽✵✲✵✳✷✽✹✮ ✵✳✷✶✽ ✭✵✳✷✶✼✲✵✳✷✷✵✮

γ ✵✳✸✺✸ ✭✵✳✸✹✽✲✵✳✸✺✾✮ ✵✳✶✾✽ ✭✵✳✶✽✾✲✵✳✷✵✻✮ ✵✳✷✻✵ ✭✵✳✷✺✼✲✵✳✷✻✹✮ ✵✳✸✷✽ ✭✵✳✸✷✸✲✵✳✸✸✸✮

❋✐❣✉.❡ ✶✳❉✳✶✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝.♦✲1✐♠✉❧❛4❡❞ 1✉.✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡1 ✭β = 0.8✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮
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❚❛❜❧❡ ✶✳❉✳✷✿ ▼✐❝/♦✲2✐♠✉❧❛5✐♦♥ ❝❛❧✐❜/❛5✐♦♥ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮ ❛22✉♠✐♥❣ β = 1

❈♦✉♥$%② ❋%❛ ●❡% ■$❛ ❯❦

α ✵ ✵ ✵ ✵

β ✶ ✶ ✶ ✶

λ ✵✳✵✾✺ ✵✳✵✼✼ ✵✳✵✼✼ ✵✳✵✾✽

µ ✵✳✸✹✶ ✭✵✳✸✸✽✲✵✳✸✹✸✮ ✵✳✸✹✾ ✭✵✳✸✸✸✲✵✳✸✻✺✮ ✵✳✷✼✻ ✭✵✳✷✼✶✲✵✳✷✽✵✮ ✵✳✷✵✻ ✭✵✳✷✵✶✲✵✳✷✶✶✮

γ ✵✳✼✶✹ ✭✵✳✼✵✶✲✵✳✼✷✽✮ ✵✳✹✹✷ ✭✵✳✸✾✷✲✵✳✹✾✷✮ ✵✳✺✼✸ ✭✵✳✺✹✵✲✵✳✻✵✻✮ ✵✳✻✶✸ ✭✵✳✻✵✼✲✵✳✻✶✾✮

❋✐❣✉/❡ ✶✳❉✳✷✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝/♦✲2✐♠✉❧❛5❡❞ 2✉/✈❡② ❜❛❧❛♥❝❡2 ✭β = 1✮ ✭✶✾✽✻◗✶✲✷✵✶✻◗✷✮



✺✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❊❳#❊❈❚❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨✿ ❆ ❈❙■ ▼❖❉❊▲

✶✳❊ ■❙ ❝✉'✈❡✿ '♦❜✉-.❡-- ❝❤❡❝❦-

✶✳❊✳✶ ❋✉❧❧② ❜❛❝❦✇❛,❞ ■❙ ❝✉,✈❡

■♥ $❤✐' (♦❜✉'$♥❡'' ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ♣(❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦$❡♥$✐❛❧ '✐♠✉❧$❛♥❡✐$② ❜✐❛'

♣(♦❜❧❡♠✳ ❆❝$✉❛❧❧②✱ ❛' '✉♠♠❛(✐③❡❞ ✐♥ $❤❡ ✐♥$(♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤✐' ❝❤❛♣$❡(✱ ✐$ ✐' ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

✐♥ $❤❡ ❧✐$❡(❛$✉(❡ $❤❛$ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥' $❤❡♦(❡$✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡♠♣✐(✐❝❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❡ ❜✉'✐♥❡''

❝②❝❧❡✳ ❈♦♥✈❡('❡❧②✱ ❛❝❝♦(❞✐♥❣ $♦ ♦✉( ❈❙■ $❤❡♦(❡$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥' ❛(❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞

♦♥❧② ❜② ♣(♦❢❡''✐♦♥❛❧ ❢♦(❡❝❛'$' ♦♥ $❤❡ $♦♣✐❝ '✉❜❥❡❝$ ♦❢ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥'✱ $❤❡(❡❢♦(❡ ❡①❝❧✉❞✐♥❣

❛♥② (♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥$❡♠♣♦(❛♥❡♦✉' ♠❛❝(♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❞✐❝❛$♦(' ✭❧✐❦❡ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❣❛♣✮✳ ❙$✐❧❧✱ ❛

♣♦$❡♥$✐❛❧ ❝(✐$✐❝✐'♠ ✐' $❤❛$ ❢(♦♠ ❛ ♣(❛❝$✐❝❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦$ ❡①❝❧✉❞❡ ❛ ♣(✐♦(✐ $❤❡

♦♣♣♦'✐$❡ ❞✐(❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉'❛❧✐$②✿ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦✣❝✐❛❧ ❞❛$❛ ♦♥ ❝♦♥$❡♠♣♦(❛♥❡♦✉' ♦✉$♣✉$ ✭❣❛♣✮ ❛(❡

❜② ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♥♦$ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❤♦✉'❡❤♦❧❞' ♠❛② ❤❛✈❡ '♦♠❡ ❢❡❡❧✐♥❣' ❛❜♦✉$ $❤❡ ❝✉((❡♥$ '$❛$❡ ♦❢

$❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❛❞❥✉'$ $❤❡✐( ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥' ❛❝❝♦(❞✐♥❣❧②✳ ■♥ ❡❝♦♥♦♠❡$(✐❝' ❤❛♥❞❜♦♦❦'✱ $❤❡

'✐♠✉❧$❛♥❡✐$② ♣(♦❜❧❡♠ ✐' '♦❧✈❡❞ $❤(♦✉❣❤ ❛ ✷❙▲❙ ❡'$✐♠❛$✐♦♥✱ ✉'✐♥❣ ❛' ✐♥'$(✉♠❡♥$' ❡①♦❣❡♥♦✉'

✈❛(✐❛❜❧❡' $❤❛$ ❛(❡ ❡①♣❧❛♥❛$♦(② ✈❛(✐❛❜❧❡' ♦❢ $❤❡ ❝♦♥$❡♠♣♦(❛♥❡♦✉' ❤♦✉'❡❤♦❧❞' ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥'✱

❜✉$ ❛(❡ ♥♦$ ❡①♣❧❛♥❛$♦(② ✈❛(✐❛❜❧❡' ♦❢ $❤❡ ❝♦♥$❡♠♣♦(❛♥❡♦✉' ♦✉$♣✉$ ❣❛♣✳ ❯♥❢♦($✉♥❛$❡❧②✱

✐❢ ✇❡ '$❛($ ❢(♦♠ $❤❡ ✐❞❡❛ $❤❛$ ❤♦✉'❡❤♦❧❞' ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥' ♠❛② ❜❡ (❡❧❛$❡❞ $♦ ❢❛❝$♦(' ♦$❤❡(

$❤❛♥ ❡①♣❡($ ❢♦(❡❝❛'$'✱ $♦ $❤❡ ❜❡'$ ♦❢ ♦✉( ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐$ ✐' ❤❛(❞ $♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛♥② ✈❛(✐❛❜❧❡ $❤❛$

'❛$✐'✜❡' $❤❡ (❡K✉✐(❡♠❡♥$ ✇✐$❤♦✉$ ♠❛❦✐♥❣ '✉❝❤ ❛♥ ❛''✉♠♣$✐♦♥ ❛' K✉❡'$✐♦♥❛❜❧❡ ❛' $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧

❛''✉♠♣$✐♦♥ $❤❛$ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥' ❛(❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♦♥❧② ❜② ♣(♦❢❡''✐♦♥❛❧ ❢♦(❡❝❛'$'✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ✐♥

$❤✐' ❆♣♣❡♥❞✐① ✇❡ $(② $♦ ♦✈❡(❝♦♠❡ $❤❡ '✐♠✉❧$❛♥❡✐$② ♣(♦❜❧❡♠ ❜② ♥♦$ ✉'✐♥❣ ❝♦♥$❡♠♣♦(❛♥❡♦✉'

✈❛(✐❛❜❧❡'✳

❲❡ ❤❛✈❡ '❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✶✳✻✳✶ $❤❛$ ♦♥❧② ❛ ❢(❛❝$✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧' ✉♣❞❛$❡ $❤❡✐( ✐♥❢♦(✲

♠❛$✐♦♥ '❡$ ❡❛❝❤ ♣❡(✐♦❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ (❡❧❡✈❛♥$ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ '$✐❝❦✐♥❡'' ✐♥ ❛❣❣(❡❣❛$❡ ❡①♣❡❝$❛✲

$✐♦♥'✳

✹✶

❙$✐❝❦✐♥❡'' ✐♠♣❧✐❡' $❤❛$ EUU
t ❛♥❞ EUU

t−1 ❛(❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦((❡❧❛$❡❞✱

✹✷

$❤❡(❡❢♦(❡ ✐♥ $❤✐'

❢✉❧❧② ❜❛❝❦✇❛(❞ ✈❡('✐♦♥ ✇❡ '✉❜'$✐$✉$❡ ❝♦♥$❡♠♣♦(❛♥❡♦✉' ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥' ✇✐$❤ ❧❛❣❣❡❞ ❡①♣❡❝✲

$❛$✐♦♥'✳ ■♥ $❤✐' ✇❛②✱ ✇❡ ♠✐'' $❤❡ ✐♥❢♦(♠❛$✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ✐♥♥♦✈❛$✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥'✱ ❧✐❦❡❧②

✇❡❛❦❡♥✐♥❣ $❤❡ ❡①♣❧❛♥❛$♦(② ♣♦✇❡( ♦❢ EUU
✱ ❜✉$ ✇❡ ❛❧'♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❛♥② ❝❛'✉❛❧ ❧✐♥❦ ❣♦✐♥❣ ❢(♦♠

❝♦♥$❡♠♣♦(❛♥❡♦✉' ♦✉$♣✉$ ❣❛♣ $♦ ✭❧❛❣❣❡❞✮ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥'✳

yt = ψ0 + ψ1yt−1 + ψ2∆yt−1 + ψ3(it−1 − πGDP
t−1 ) + ψ4EU

U
t−1 + ǫt ✭✶✳✹✼✮

❊'$✐♠❛$❡' ❢♦( $❤❡ ❜❛❝❦✇❛(❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ■❙ ❛(❡ (❡♣♦($❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳❊✳✶✳ ❚❤❡ ❡'$✐♠❛$❡' ❛(❡

'❧✐❣❤$❧② ❧♦✇❡( ✭✐♥ ❛❜'♦❧✉$❡ ✈❛❧✉❡'✮ $❤❛♥ $❤❡ ♦♥❡' ♦❢ $❤❡ ❜❛'❡❧✐♥❡ ❝❛'❡ ✭'❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✮✱ ❜✉$

♠❛✐♥$❛✐♥ $❤❡ '❛♠❡ '✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ❡①❝❡♣$ ❢♦( ■$❛❧②✳ ❆❝$✉❛❧❧②✱ ■$❛❧② ✐' $❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥$(②

❢♦( ✇❤✐❝❤ ψ4 ✐' ♥♦$ '✐❣♥✐✜❝❛♥$✳ ❆♥②✇❛②✱ ✐❢ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ $❤❡ '✉❣❣❡'$✐♦♥ ♦❢ ●♦♦❞❤❛($ ❛♥❞

❍♦❢♠❛♥♥ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✇❡ ❡'$✐♠❛$❡ ❛❣❛✐♥ ❊K✳ ✭✶✳✹✼✮ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ $❤❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❤✐❣❤❡'$

♣✲✈❛❧✉❡ (it−1−π
GDP
t−1 )✱ ψ4 $✉(♥' ♦✉$ $♦ ❜❡ ❡K✉❛❧ $♦ −0.005 ❛♥❞ '✐❣♥✐✜❝❛♥$ ❛$ $❤❡ ✶✵✪ ❧❡✈❡❧✳

●✐✈❡♥ $❤❡ (❡'✉❧$' ♦❢ $❤❡ ❜❛❝❦✇❛(❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ■❙ ❝✉(✈❡✱ ✇❡ ❢❡❡❧ ❝♦♠❢♦($❛❜❧❡ ✐♥ '$❛$✐♥❣ $❤❛$

$❤❡(❡ ✐' ❛ ❝❛✉'❛❧ ❧✐♥❦ ❢(♦♠ ❤♦✉'❡❤♦❧❞' ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥' $♦ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❣❛♣ ❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡

❞♦ ♥♦$ ❢♦(♠❛❧❧② $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ '✐♠✉❧$❛♥❡✐$② ✐''✉❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✱ $❤❡ (❡'✉❧$' ❤❡(❡✐♥

♣(♦✈✐❞❡❞ ❛(❡ ♥♦$ ♣❛$❡♥$❧② ❛❜'✉(❞✳

✹✶

❆❝"✉❛❧❧②✱ ❡①❝❡♣" ❢♦- ■"❛❧②✱ ✇❡ ❢❛✐❧ "♦ -❡❥❡❝" "❤❡ ❤②♣♦"❤❡3✐3 "❤❛" "❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① EUU
t ❢♦❧❧♦✇3 ❛ ✉♥✐"

-♦♦" ♣-♦❝❡33✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧3✿ ❋-❛♥❝❡ ✶✪✱ ●❡-♠❛♥② ✶✵✪✱ "❤❡ ❯♥✐"❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ✺✪✳

✹✷

❚❤❡ ❝♦✉♥"-② ✇✐"❤ "❤❡ ❧♦✇❡3" ❝♦--❡❧❛"✐♦♥ ✐3 ●❡-♠❛♥② ✭✼✺✪✮✳



✶✳❊✳ ■❙ ❈❯❘❱❊✿ ❘❖❇❯❙❚❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ✺✾
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ψ0
✵✳✶✾✾✯✯

✭✵✳✶✵✵✮✮

✵✳✹✵✺✯✯✯

✭✵✳✶✹✹✮

✵✳✵✽✼

✭✵✳✶✵✷✮

✵✳✶✷✺✯✯

✭✵✳✵✺✵✮✮

ψ1
✵✳✼✻✽✯✯✯

✭✵✳✵✺✷✮✮

✵✳✻✺✹✯✯✯

✭✵✳✵✺✺✮

✵✳✽✵✼✯✯✯

✭✵✳✵✹✹✮

✵✳✽✶✷✯✯✯

✭✵✳✵✹✻✮

ψ2
✵✳✹✷✽✯✯✯

✭✵✳✵✾✹✮✮

✵✳✸✵✷✯✯✯

✭✵✳✵✻✼✮✮

✵✳✺✺✼✯✯✯

✭✵✳✶✷✼✮

✵✳✺✸✵✯✯✯

✭✵✳✶✻✵✮✮

ψ3
✲✵✳✵✹✻

✭✵✳✵✹✶✮

✲✵✳✵✺✽

✭✵✳✶✶✹✮

✲✵✳✵✹✽

✭✵✳✵✼✽✮

✲✵✳✵✵✼

✭✵✳✵✶✽✮

ψ4
✲✵✳✵✵✻✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✶✽✯✯✯

✭✵✳✵✵✹✮

✲✵✳✵✵✹

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✵✻✯✯

✭✵✳✵✵✷✮✮

◆♦"❡$ ✿ ◆❡✇❡②✲❲❡'( ✭❍❆❈✮ '(❛♥❞❛1❞ ❡11♦1' ❛1❡ 1❡♣♦1(❡❞ ✐♥ ♣❛1❡♥(❤❡'❡'✳

❆. ❛ ❢✉8/❤❡8 ❡①♣❡8✐♠❡♥/✱ ✇❡ .♣❧✐/ /❤❡ ❝♦♥/❡♠♣♦8❛♥❡♦✉. ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥. EUU
t ✐♥/♦ ✐/.

❧❛❣❣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ EUU
t−1 ♣❧✉. /❤❡ ✜8./ ❞✐✛❡8❡♥❝❡ ∆1EU

U
t ✳ ❚❤❡ ✜8./ ❞✐✛❡8❡♥❝❡ ♠❛② .✉✛❡8

♦❢ ❛ .✐♠✉❧/❛♥❡✐/② ❜✐❛.✱ ✇❤✐❧❡ /❤❡ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡. ♥♦/✳ ❊./✐♠❛/❡. ❛8❡ 8❡♣♦8/❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡

✶✳❊✳✷✳

yt = χ0 + χ1yt−1 + χ2∆yt−1 + χ3(it−1 − πGDP
t−1 ) + χ4EU

U
t−1 + χ5∆1EU

U
t + ǫt ✭✶✳✹✽✮

❚❛❜❧❡ ✶✳❊✳✷✿ ❖▲❙ ❡./✐♠❛/❡. ♦❢ /❤❡ ■❙ ❝✉8✈❡✳ ❈♦♥/❡♠♣♦8❛♥❡♦✉. ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥. .♣❧✐//❡❞ ✐♥
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χ0
✵✳✷✸✻✯✯

✭✵✳✶✵✹✮

✵✳✹✹✸✯✯✯

✭✵✳✶✶✹✮

✵✳✶✹✶

✭✵✳✵✾✻✮

✵✳✶✹✹✯✯

✭✵✳✵✻✼✮

χ1
✵✳✼✽✹✯✯✯

✭✵✳✵✹✼✮

✵✳✼✸✻✯✯✯

✭✵✳✵✹✹✮

✵✳✽✵✻✯✯✯

✭✵✳✵✸✻✮

✵✳✽✷✺✯✯✯

✭✵✳✵✽✶✮

χ2
✵✳✸✺✷✯✯✯

✭✵✳✵✼✷✮

✵✳✶✷✾

✭✵✳✵✼✾✮

✵✳✺✸✻✯✯✯

✭✵✳✶✶✸✮

✵✳✺✶✽✯✯✯

✭✵✳✶✻✼✮

χ3
✲✵✳✵✸✺

✭✵✳✵✸✼✮

✲✵✳✵✺✼

✭✵✳✶✷✾✮

✲✵✳✵✷✹

✭✵✳✵✹✾✮

✵✳✵✵✵

✭✵✳✵✷✹✮

χ4
✲✵✳✵✵✼✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✷✵✯✯✯

✭✵✳✵✵✹✮

✲✵✳✵✵✻✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✵✻

✭✵✳✵✵✹✮

χ5
✲✵✳✵✵✾✯✯

✭✵✳✵✵✹✮

✲✵✳✵✸✽✯✯✯

✭✵✳✵✶✹✮

−0.016†

✭✵✳✵✶✵✮

✲✵✳✵✵✼

✭✵✳✵✵✾✮

◆♦"❡$ ✿ ◆❡✇❡②✲❲❡'( ✭❍❆❈✮ '(❛♥❞❛1❞ ❡11♦1' ❛1❡ 1❡♣♦1(❡❞ ✐♥ ♣❛1❡♥(❤❡'❡'✳ † ♣✲✈❛❧✉❡ ✵✳✶✶✼✷

❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥/8② ❢♦8 ✇❤✐❝❤ χ4 ❛♥❞ χ5 ❛8❡ ♥♦/ .✐❣♥✐✜❝❛♥/ ✐. /❤❡ ❯♥✐/❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ❊✈❡♥

✐♥ /❤✐. ❝❛.❡✱ ✐❢ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛/❡ /❤❡ ✈❛8✐❛❜❧❡ ✇✐/❤ /❤❡ ❤✐❣❤❡./ ♣✲✈❛❧✉❡ (it−1−π
GDP
t−1 )✱ χ4 ✐. ❡A✉❛❧

/♦ −0.007 ❛♥❞ .✐❣♥✐✜❝❛♥/ ❛/ /❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ χ5 8❡♠❛✐♥. ♥♦/ .✐❣♥✐✜❝❛♥/✳
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■♥ $❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❣❛♣ ✐) ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❛) $❤❡ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ❢6♦♠ ❛ 7✉❛❞6❛$✐❝

$6❡♥❞✳ ■♥ $❤✐) 6♦❜✉)$♥❡)) ❝❤❡❝❦✱ ✐♥)$❡❛❞✱ ✐$ ✐) ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❛) $❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ♦❜✲

$❛✐♥❡❞ $❤6♦✉❣❤ ❛ ❍♦❞6✐❝❦✲=6❡)❝♦$$ ✜❧$❡6 ✇✐$❤ ❛ ❞❡❢❛✉❧$ )♠♦♦$❤✐♥❣ ♣❛6❛♠❡$❡6 ♦❢ ✶✻✵✵

✭yHP
t ✮✳ ❙✐♠✐❧❛6❧②✱ ✐♥✢❛$✐♦♥ (iHP

t ) ❛♥❞ ✐♥$❡6❡)$ 6❛$❡) (πGDP
t

HP
) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ $❤6♦✉❣❤

❛ ❍♦❞6✐❝❦✲=6❡)❝♦$$ ♣6♦❝❡❞✉6❡✳ ❊)$✐♠❛$❡) ❛6❡ 6❡♣♦6$❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳❊✳✸✳

yHP
t = ζ0 + ζ1yt−1 + ζ2∆yt−1 + ζ3(i

HP
t−1 − πGDP

t−1

HP
) + ζ4EU

U
t + ǫt ✭✶✳✹✾✮

❚❛❜❧❡ ✶✳❊✳✸✿ ❖▲❙ ❡)$✐♠❛$❡) ♦❢ $❤❡ ■❙ ❝✉6✈❡✱ ✉)✐♥❣ ❍♦❞6✐❝❦✲=6❡)❝♦$$ ✜❧$❡6 ❛) ❞❡$6❡♥❞✐♥❣

♦♣$✐♦♥ ✭❊7✳ ✶✳✹✾✮ ✭❋6❛♥❝❡ ❛♥❞ ❯❑ ✶✾✾✶7✷✲✷✵✶✻7✹✱ ●❡6♠❛♥② ✶✾✾✶7✸✲✷✵✶✻7✹✱ ■$❛❧② ✶✾✾✺7✸✲

✷✵✶✻7✹✮
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ζ0
✵✳✷✺✷✯✯✯

✭✵✳✵✾✶✮

✵✳✺✺✵✯✯✯

✭✵✳✶✺✽✮

✵✳✶✽✶

✭✵✳✶✷✽✮

✵✳✶✹✸✯✯

✭✵✳✵✺✽✮✮

ζ1
✵✳✼✽✵✯✯✯

✭✵✳✵✺✶✮

✵✳✻✽✵✯✯✯

✭✵✳✵✺✺✮

✵✳✽✷✵✯✯✯

✭✵✳✵✺✺✮

✵✳✽✷✼✯✯✯

✭✵✳✵✹✹✮

ζ2
✵✳✷✼✸✯✯✯

✭✵✳✵✾✼✮

✵✳✶✺✸✯✯

✭✵✳✵✻✸✮

✵✳✺✶✹✯✯✯

✭✵✳✵✾✺✮

✵✳✺✶✼✯✯✯

✭✵✳✶✺✷✮

ζ3
✲✵✳✶✸✵✯✯

✭✵✳✵✺✻✮

✲✵✳✶✹✶

✭✵✳✶✽✾✮

✲✵✳✶✽✷✯✯

✭✵✳✵✽✷✮

✲✵✳✵✵✻

✭✵✳✵✷✾✮

ζ4
✲✵✳✵✵✽✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✷✹✯✯✯

✭✵✳✵✵✼✮

✲✵✳✵✵✼✯

✭✵✳✵✵✹✮

✲✵✳✵✵✻✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

◆♦"❡$ ✿ ◆❡✇❡②✲❲❡'( ✭❍❆❈✮ '(❛♥❞❛1❞ ❡11♦1' ❛1❡ 1❡♣♦1(❡❞ ✐♥ ♣❛1❡♥(❤❡'❡'✳

❲❡ ♣6♦✈✐❞❡ ❛❧)♦ $❤❡ ❢✉❧❧② ❜❛❝❦✇❛6❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ■❙ ✇✐$❤ ♦✉$♣✉$ ❣❛♣✱ ✐♥$❡6❡)$ 6❛$❡ ❛♥❞

✐♥✢❛$✐♦♥ 6❛$❡ ❞❡$6❡♥❞❡❞ $❤6♦✉❣❤ ❛ ❍♦❞6✐❝❦✲=6❡)❝♦$$ ✜❧$❡6✳ ❊)$✐♠❛$❡) ❛6❡ 6❡♣♦6$❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✶✳❊✳✹✳✿

yHP
t = η0 + η1yt−1 + η2∆yt−1 + η3(i

HP
t−1 − πGDP

t−1

HP
) + η4EU

U
t−1 + ǫt ✭✶✳✺✵✮

✶✳❊✳✸ ❊①/❡♥❞❡❞ ■❙ ❝✉'✈❡

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥$) ❛❞❞❡❞ $♦ $❤❡ ❡①$❡♥❞❡❞ ✈❡6)✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ■❙ ❝✉6✈❡ ❛6❡ $❤❡ 6❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ 6❛$❡

rext✱ $❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❤♦✉)✐♥❣ ♣6✐❝❡ ∆hpt ❛♥❞ $❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ )❤❛6❡ ♣6✐❝❡ ∆spt✳ ❆) ❢♦6 $❤❡

✐♥$❡6❡)$ 6❛$❡ ❛♥❞ ✐♥✢❛$✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡6 ❢♦✉6✲7✉❛6$❡6 ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡6❛❣❡)✳

yt = θ0+θ1yt−1+θ2∆yt−1+θ3(it−1−π
GDP
t−1 )+θ4EU

U
t +θ5rext−1+θ6∆hpt−1+θ7∆spt−1+ǫt

✭✶✳✺✶✮

■♥ ❝♦♠♣❛6✐)♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ 6❡)✉❧$) ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✱ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$) ♦♥ ❤♦✉)❡❤♦❧❞) ❡①♣❡❝$❛✲

$✐♦♥) θ4 ❛♣♣❡❛6 6♦❜✉)$✱ ❜♦$❤ ✐♥ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ❛♥❞ ✐♥ )✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥$6② ❢♦6 ✇❤✐❝❤

$❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❜❡❝♦♠❡) ✐♥)✐❣♥✐✜❝❛♥$ ✐) $❤❡ ❯♥✐$❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ❚❤✐) ✐) ❞✉❡ ♣6♦❜❛❜❧② $♦ ❛

♠✉❧$✐❝♦❧❧✐♥❡❛6✐$② ♣6♦❜❧❡♠✱ ❣✐✈❡♥ $❤❡ ♣6❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ❝♦66❡❧❛$❡❞ 6❡❣6❡))♦6)✳



✶✳❊✳ ■❙ ❈❯❘❱❊✿ ❘❖❇❯❙❚❊❙❙ ❈❍❊❈❑❙ ✻✶

❚❛❜❧❡ ✶✳❊✳✹✿ ❖▲❙ ❡./✐♠❛/❡. ♦❢ /❤❡ ❜❛❝❦✇❛8❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ■❙ ❝✉8✈❡✱ ✉.✐♥❣ ❍♦❞8✐❝❦✲B8❡.❝♦//

✜❧/❡8 ❛. ❞❡/8❡♥❞✐♥❣ ♦♣/✐♦♥ ✭❊F✳ ✶✳✺✵✮ ✭❋8❛♥❝❡ ❛♥❞ ❯❑ ✶✾✾✶F✷✲✷✵✶✼F✶✱ ●❡8♠❛♥② ✶✾✾✶F✸✲

✷✵✶✼F✶✱ ■/❛❧② ✶✾✾✺F✸✲✷✵✶✼F✶✮

❋❘❆ ●❊❘ ■❚❆ ❯❑

η0
✵✳✷✶✽✯✯

✭✵✳✵✽✸✮

✵✳✹✵✷✯✯✯

✭✵✳✶✹✻✮

✵✳✶✶✷

✭✵✳✵✽✶✮

✵✳✶✷✻✯✯

✭✵✳✵✺✵✮✮

η1
✵✳✼✻✺✯✯✯

✭✵✳✵✺✽✮

✵✳✻✽✷✯✯✯

✭✵✳✵✼✽✮

✵✳✽✷✽✯✯✯

✭✵✳✵✺✹✮

✵✳✽✶✾✯✯✯

✭✵✳✵✺✵✮

η2
✵✳✸✹✾✯✯✯

✭✵✳✶✵✸✮

✵✳✷✻✼✯✯✯

✭✵✳✵✺✶✮

✵✳✺✷✾✯✯✯

✭✵✳✶✷✶✮

✵✳✺✸✵✯✯✯

✭✵✳✶✺✻✮

η3
✲✵✳✶✸✻✯✯

✭✵✳✵✺✻✮

✲✵✳✶✻✵

✭✵✳✶✽✽✮

✲✵✳✶✾✵✯

✭✵✳✶✶✶✮

✲✵✳✵✶✶

✭✵✳✵✷✻✮

η4
✲✵✳✵✵✼✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✶✼✯✯✯

✭✵✳✵✵✹✮

−0.005†

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✵✻✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

◆♦"❡$ ✿ ◆❡✇❡②✲❲❡'( ✭❍❆❈✮ '(❛♥❞❛1❞ ❡11♦1' ❛1❡ 1❡♣♦1(❡❞ ✐♥ ♣❛1❡♥(❤❡'❡'✳ † ♣✲✈❛❧✉❡❂✵✳✶✺✸✸

❍♦✇❡✈❡=✱ ✐❢ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ B❤❡ D✉❣❣❡DB✐♦♥ ♦❢ B❤❡ ♣=♦♣♦D❡= ♦❢ B❤❡ ❡①B❡♥❞❡❞ ■❙ ❝✉=✈❡ ✭●♦♦❞❤❛=B

❛♥❞ ❍♦❢♠❛♥♥✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✇❡ ♣=♦❣=❡DD✐✈❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛B❡ B❤❡ ❧❡❛DB D✐❣♥✐✜❝❛♥B ✈❛=✐❛❜❧❡ ✉♥B✐❧

B❤❡② ❛=❡ ❛❧❧ D✐❣♥✐✜❝❛♥B✱ ♦♥❧② yt−1✱ ∆yt−1✱ EU
U
t ❛♥❞ ∆spt−1 D✉=✈✐✈❡ B❤❡ D❡❧❡❝B✐♦♥✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

❢♦= EUU
t ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥B ♦❢ −0.005 D✐❣♥✐✜❝❛♥B ❛B B❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✳

❆D ❛ ❢✉=B❤❡= =♦❜✉DB♥❡DD ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ D✉❜DB✐B✉B❡❞ ✐♥ ✶✳✷✾ B❤❡ ❧♦♥❣✲=✉♥ ❢♦= B❤❡ D❤♦=B✲

=✉♥ ✐♥B❡=❡DB =❛B❡ ❛♥❞ ✐♥✢❛B✐♦♥ ❜❛D❡❞ ♦♥ B❤❡ V=✐✈❛B❡ ❈♦♥D✉♠♣B✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐B✉=❡ ❢♦= B❤❡ ♦♥❡

❜❛D❡❞ ♦♥ B❤❡ ●❉V ❞❡✢❛B♦=✳ ❘❡D✉❧BD ❛=❡ ♥♦B D❤♦✇♥ B♦ D❛✈❡ D♣❛❝❡✱ D✐♥❝❡ B❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥BD ♦♥

❤♦✉D❡❤♦❧❞D ❡①♣❡❝B❛B✐♦♥D ❛=❡ ❛❧✇❛②D D✐❣♥✐✜❝❛♥B ❛♥❞ ♠❛✐♥B❛✐♥ B❤❡ D❛♠❡ ♦=❞❡= ♦❢ ♠❛❣♥✐B✉❞❡

♦❢ B❤❡ ❜❛D❡❧✐♥❡ ❢♦=♠✉❧❛B✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② =♦❜✉DB♥❡DD ❝❤❡❝❦ ❢♦= ✇❤✐❝❤ B❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥B ❛♣♣❡❛=D

B♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❞✐✛❡=❡♥B ✐D ✇❤❡♥ ✇❡ D✉❜DB✐B✉B❡ B❤❡ ❧♦♥❣✲B❡=♠ ❢♦= B❤❡ D❤♦=B✲B❡=♠ ✐♥B❡=❡DB =❛B❡

✐♥ ■B❛❧②✳ ❯♥❞❡= B❤✐D D♣❡❝✐✜❝❛B✐♦♥✱ B❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥B ❢♦= EUU
t ❥✉♠♣D ❢=♦♠ 8 · 10−3

B♦ 13 · 10−3
✱

♠❛✐♥B❛✐♥✐♥❣ ❛ ✶✵✪ D✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳
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❚❛❜❧❡ ✶✳❊✳✺✿ ❖▲❙ ❡/0✐♠❛0❡/ ♦❢ 0❤❡ ■❙ ❝✉9✈❡ ❊;✳ ✭✶✳✺✶✮ ✭❋9❛♥❝❡ ❛♥❞ ❯❑ ✶✾✾✶;✷✲✷✵✶✻;✹✱
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❋❘❆ ●❊❘ ■❚❆ ❯❑

θ0
✲✶✳✶✽✵

✭✵✳✼✹✾✮

✶✳✶✽✾

✭✶✳✽✶✶✮

✵✳✼✻✸

✭✵✳✻✵✻✮

✲✵✳✹✷✼

✭✵✳✺✹✼✮

θ1
✵✳✼✻✾✯✯✯

✭✵✳✵✹✷✮

✵✳✻✻✽✯✯✯

✭✵✳✵✺✺✮

✵✳✼✾✺✯✯✯

✭✵✳✵✹✷✮

✵✳✽✶✵✯✯✯

✭✵✳✵✽✹✮

θ2
✵✳✷✹✵✯✯

✭✵✳✵✾✽✮

✵✳✶✺✹✯

✭✵✳✵✽✸✮

✵✳✹✼✽✯✯✯

✭✵✳✵✾✹✮

✵✳✹✼✶✯✯✯

✭✵✳✵✶✼✮

θ3
✲✵✳✵✹✹

✭✵✳✵✹✺✮

✲✵✳✵✶✽

✭✵✳✶✷✻✮

✲✵✳✵✵✹

✭✵✳✵✺✺✮

✲✵✳✵✵✺

✭✵✳✵✷✾✮

θ4
✲✵✳✵✶✵✯✯✯

✭✵✳✵✵✷✺✮

✲✵✳✵✷✷✯✯✯

✭✵✳✵✵✻✮

✲✵✳✵✵✼✯✯

✭✵✳✵✵✸✮

✲✵✳✵✵✻

✭✵✳✵✵✺✮

θ5
✵✳✵✶✻✯✯

✭✵✳✵✵✽✮

✲✵✳✵✵✼

✭✵✳✵✶✾✮

✲✵✳✵✵✻

✭✵✳✵✵✻✮

✵✳✵✵✻

✭✵✳✵✵✻✮

θ6
✲✵✳✵✵✻

✭✵✳✵✷✼✮

✲✵✳✵✷✾

✭✵✳✵✻✹✮

✵✳✵✵✶

✭✵✳✵✸✶✮

✲✵✳✵✶✺

✭✵✳✵✷✵✮

θ7
✵✳✵✵✸✯

✭✵✳✵✵✷✮

✵✳✵✵✺

✭✵✳✵✵✸✮

✵✳✵✶✻

✭✵✳✵✶✶✮

✵✳✵✵✹✯

✭✵✳✵✵✷✮

◆♦"❡$ ✿ ◆❡✇❡②✲❲❡'( ✭❍❆❈✮ '(❛♥❞❛1❞ ❡11♦1' ❛1❡ 1❡♣♦1(❡❞ ✐♥ ♣❛1❡♥(❤❡'❡'✳ ◆♦♠✐♥❛❧ '❤♦1(✲(❡1♠ ✐♥(❡1❡'( 1❛(❡

❛♥❞ ♦❢ (❤❡ ✐♥✢❛(✐♦♥ 1❛(❡ ❛1❡ ❢♦✉1 <✉❛1(❡1 ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡1❛❣❡' ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡(1❡♥❞❡❞ ✉'✐♥❣ ❛ <✉❛❞1❛(✐❝

(1❡♥❞✳ ❚❤❡ 1❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ 1❛(❡✱ (❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❤♦✉'✐♥❣ ♣1✐❝❡ ❛♥❞ (❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ '❤❛1❡ ♣1✐❝❡ ❛1❡ ❢♦✉1 <✉❛1(❡1

♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡1❛❣❡'

✶✳❋ #♦❧✐❝② ❝♦♥*✐❞❡-❛/✐♦♥*✿ ♠✐❝-♦*✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❞❡/❛✐❧*

❚❤❡9❡ ❛9❡ 0❤9❡❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉/ 9❡❧❛0✐♦♥/ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 0❤❡ /✐♠✉❧❛0✐♦♥✳ ❋✐9/0 ♦❢ ❛❧❧✱ (a) 0❤❡

♣9♦❢❡//✐♦♥❛❧ ❢♦9❡❝❛/0 ✐/ /♣❧✐00❡❞ ✐♥0♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 0❤❡ ❧❛❣/ ♦❢ 0❤❡ ♦✉0♣✉0 ❣❛♣

❛♥❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛0✐♦♥ ξ✿

Nt[∆4ut+4] = ρ1yt−1 + ρ2yt−5 + ξt ✭✶✳✺✷✮

❚❤❡ ♦0❤❡9 0✇♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉/ 9❡❧❛0✐♦♥/ ❛9❡✿ (b) ❤♦✉/❡❤♦❧❞/ ❡①♣❡❝0❛0✐♦♥/ EUU
t ✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛9❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 0❤❡ ❝✉99❡♥0 ❛♥❞ ♣❛/0 ✈❛❧✉❡/ ♦❢ N [•] ❛❝❝♦9❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ❈❙■ ❢9❛♠❡✇♦9❦❀

❛♥❞ (c) 0❤❡ ♦✉0♣✉0 ❣❛♣ ❞❡/❝9✐❜❡❞ ❜② ❊;✳ ✭✶✳✷✾✮ yt = α0 + α1yt−1 + α2∆yt−1 + α3(it−1 −
πGDP
t−1 ) + α4EU

U
t + ǫt✳ ❚❤❡ ✐♥0❡9❡/0 ❛♥❞ ✐♥✢❛0✐♦♥ 9❛0❡/ ❛9❡ ❡①♦❣❡♥♦✉/✳

❋✐9/0 ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ 9✉♥ 0❤❡ 9❡❣9❡//✐♦♥/ ✭✶✳✺✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✾✮ ❛♥❞ /0♦9❡ 9❡/✐❞✉❛❧/ ξ̂t ❛♥❞ ǫ̂t✳
❙✐♠✐❧❛9❧②✱ ✇❡ /✐♠✉❧❛0❡ 0❤❡ ❛❣❡♥0✲❜❛/❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❤❡ ❜❛/❡❧✐♥❡ ❝❛❧✐❜9❛0✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡

✶✳✼✮ ❛♥❞ ✇❡ /0♦9❡ 0❤❡ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ✭EUU
t − ÊUU

t✮✳ ❚❤❡ 0✇♦ 9❡/✐❞✉❛❧/ ❛♥❞ 0❤❡

✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥0 ❛9❡ ❝♦♥/✐❞❡9❡❞ ❛/ ❡①♦❣❡♥♦✉/ ❢❛❝0♦9/✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞ 0❤❡♠ ❜❛❝❦

0♦ 0❤❡ ✈❛❧✉❡/ ♦❜0❛✐♥❡❞ ✐♥ 0❤❡ ♣♦❧✐❝② ❡①♣❡9✐♠❡♥0✳

❚❤✐/ ✐/ 0❤❡ /✐♠✉❧❛0✐♦♥ /09❛0❡❣② ❛❞♦♣0❡❞ /✐♥❝❡ ✷✵✵✽ ◗✶✱ 0❤❛0 ✐/ 0❤❡ ✜9/0 ♣❡9✐♦❞ ✇✐0❤

0❤❡ ❞✐✛❡9❡♥0 ❝❛❧✐❜9❛0✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② 0❤❡ ✧09❛♥/♣❛9❡♥0 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥✧ ♣♦❧✐❝②✿

✐ ❘✉♥ 0❤❡ ❛❣❡♥0✲❜❛/❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦❜0❛✐♥ 0❤❡ ✈❛❧✉❡ ẼUU
t✳ ❚♦ 0❤✐/ ✈❛❧✉❡✱ ❛❞❞ ❤❛❧❢ ♦❢
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"❤❡ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥" ✭EUU
t − ÊUU

t✮✱
✹✸

♦❜"❛✐♥✐♥❣

̂̂
EUU

t = ẼUU
t + (EUU

t −

ÊUU
t)/2✳

✐✐ ❚❤7♦✉❣❤ ✭✶✳✷✾✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛"❡

ˆ̂yt = α0+α1yt−1+α2∆yt−1+α3(it−1−π
GDP
t−1 )+α4

̂̂
EUU

t+ǫ̂t✳

✐✐✐ ❚❤7♦✉❣❤ ✭✶✳✺✷✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛"❡

̂̂
N t+1[•] = ρ1 ˆ̂yt + ρ2yt−4 + ξ̂t+1

✐✈ ❙"❛7" ❜❛❝❦ ❢7♦♠ ♣♦✐♥" ✭✐✮✳

◆♦"❡✿

• ❙✐♥❝❡ ✷✵✶✸ ◗✶✱ "❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐E ♥♦" ✐♠♣❧❡♠❡♥"❡❞ ❛♥② ♠♦7❡ ❛♥❞ ✭✐✮ ✐E E✉❜E"✐"✉"❡❞ ❢♦7

✭✐✬✮✿ ❘✉♥ "❤❡ ❛❣❡♥"✲❜❛E❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ✈❛❧✉❡ ẼUU
t✳ ❚♦ "❤✐E ✈❛❧✉❡✱ ❛❞❞ "❤❡

✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥" ✭EUU
t − ÊUU

t✮✱ ♦❜"❛✐♥✐♥❣
̂̂
EUU

t = ẼUU
t+(EUU

t − ÊUU
t)✳

• ❖❢ ❝♦✉7E❡✱ ✐♥ ♣♦✐♥" ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✇❡ ❛❞♦♣" "❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉E❧② ❞❡"❡7♠✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡E ♦❢

ˆ̂yt
❢♦7 yt ✇❤❡♥ "❤❡② ❛♣♣❧②✳ ❚❤❛" ✐E✱ ✇❡ ✉E❡

ˆ̂yt−1 ❛♥❞ ∆ˆ̂yt−1 ✐♥ ✭✐✐✮ E✐♥❝❡ ✷✵✵✽ ◗✷ ❛♥❞

ˆ̂yt−4 ✐♥ ✭✐✐✐✮ E✐♥❝❡ ✷✵✵✾ ◗✷✳

✶✳● ❉❛%❛ ❞❡(❝*✐♣%✐♦♥

❚❤✐E ❛♣♣❡♥❞✐① ❞❡E❝7✐❜❡E "❤❡ ❞❛"❛ ✉E❡❞ ✐♥ "❤❡ ❡♠♣✐7✐❝❛❧ ❛♥❛❧②E✐E ❢♦7 ❋7❛♥❝❡✱ ●❡7♠❛♥②✱

■"❛❧②✱ ❛♥❞ "❤❡ ❯❑✳ ❆❧❧ "✐♠❡ E❡7✐❡E ❤❛✈❡ R✉❛7"❡7❧② ❢7❡R✉❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦✈❡7 ❞✐✛❡7❡♥" "✐♠❡

♣❡7✐♦❞E ❛❝❝♦7❞✐♥❣ "♦ "❤❡✐7 ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐"②✳ ❆❧❧ ❞❡"❛✐❧E ❛7❡ E✉♠♠❛7✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳●✳✶✳

❉❛"❛ ♦♥ "❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥" 7❛"❡ ❛7❡ ❡①♣7❡EE❡❞ ❛E ②❡❛7✲♦✈❡7✲②❡❛7 ❝❤❛♥❣❡ ✭✐✳❡✳ ❝❤❛♥❣❡

7❡E♣❡❝" "♦ "❤❡ E❛♠❡ R✉❛7"❡7 ♦❢ "❤❡ ♣7❡✈✐♦✉E ②❡❛7✮✳ ❉❛"❛ ❛7❡ E❡❛E♦♥❛❧❧② ❛❞❥✉E"❡❞ ❛♥❞ ❛7❡

7❡❝♦✈❡7❡❞ ❢7♦♠ ❖❊❈❉ ❛♥❞ ❋❡❞❡7❛❧ ❘❡E❡7✈❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉❛"❛ ✭❋❘❊❉✮✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❡①♣❡7" ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥" ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥E ❛7❡ "❤❡ ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥E ♦♥ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥"

7❛"❡ ❝❤❛♥❣❡E ✐♥ "❤❡ ♥❡①" ✶✷ ♠♦♥"❤E "❛❦❡♥ ❢7♦♠ ❊✉7♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐EE✐♦♥✬E ❏♦✐♥" ❍❛7♠♦♥✐E❡❞

❊❯ [7♦❣7❛♠♠❡ ♦❢ ❈♦♥E✉♠❡7 ❙✉7✈❡②E✳ ❚❤❡E❡ ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥E E❡7✐❡E ❛7❡ ❡①♣7❡EE❡❞ ❛E ❛ ❜❛❧✲

❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❛7❡ E❡❛E♦♥❛❧❧② ❛❞❥✉E"❡❞✳ ❉❛"❛ ❛7❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛" ♠♦♥"❤❧② ❢7❡R✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛7❡

"7❛♥E❢♦7♠❡❞ ✐♥ R✉❛7"❡7❧② E❡7✐❡E "❛❦✐♥❣ "❤❡ ❛✈❡7❛❣❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦77❡E♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♥"❤❧② ♦❜E❡7✲

✈❛"✐♦♥E✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ R✉❛7"❡7❧② E❡7✐❡E ❛7❡ ❝♦♥✈❡7"❡❞ ✐♥ "❤❡ E❛♠❡ ✉♥✐" ♦❢ ♠❡❛E✉7❡ ♦❢ "❤❡

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥" 7❛"❡ ✉E✐♥❣ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛7② 7❡❣7❡EE✐♦♥✳ ❙❡❡ ❙❡❝"✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ❢♦7 ♠♦7❡ ❞❡"❛✐❧E✳

❚❤❡ ❡①♣❡7" ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥" ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥E ❛7❡ ♣7♦①✐❡❞ ❜② ❢♦7❡❝❛E"E ❝♦♥"❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡

❖❊❈❉ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉"❧♦♦❦✳ ❚❤❡ ♣7❡❞✐❝"✐♦♥E 7❡❢❡7 "♦ "❤❡ E❡❛E♦♥❛❧❧② ❛❞❥✉E"❡❞ ✉♥❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥" 7❛"❡ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" ②❡❛7✳ ■♥ ♦✉7 ❛♥❛❧②E✐E ✇❡ ✉E❡ "❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ "❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥" 7❛"❡

❡①♣❡❝"❛"✐♦♥E ♠❡❛E✉7❡❞ ❛E "❤❡ ❞✐✛❡7❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❢♦7❡❝❛E"❡❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥" 7❛"❡ ✐♥ "❤❡

♥❡①" ❢♦✉7 R✉❛7"❡7E ❛♥❞ "❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥" 7❛"❡ ♦❢ "❤❡ ❝✉77❡♥" R✉❛7"❡7✳

❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ [♦❧✐❝② ✧♥❡✇E✲❜❛E❡❞✧ ❯♥❝❡7"❛✐♥"② ✐♥❞❡① ✭❊[❯✮ ✐E ❝♦♥E"7✉❝"❡❞ ❝♦✉♥"✐♥❣

"❤❡ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ❛7"✐❝❧❡E 7❡❧❛"❡❞ "♦ ✉♥❝❡7"❛✐♥"② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠② 7❡♣♦7"❡❞ ❜② "❤❡ ♣7❡EE✳

✹✹

❚❤❡

"✐♠❡ E❡7✐❡E ✐E "❤❡♥ ❞❡"7❡♥❞❡❞ ✉E✐♥❣ ❛ R✉❛❞7❛"✐❝ "7❡♥❞✳ ❚❤❡ E♦✉7❝❡ ✐E ❇❛❦❡7 ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳

❚❤❡ ●♦♦❣❧❡ ❯♥❝❡7"❛✐♥"② ■♥❞❡① ✭●❯■✮ ✐E ❜✉✐❧" ❝♦✉♥"✐♥❣ "❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✇❡❜ E❡❛7❝❤❡E

❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ "❤❡ "❡7♠E ✉♥❝❡7"❛✐♥ ♦7 ✉♥❝❡7"❛✐♥"②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦7 ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ E♦✉7❝❡ ✐E "❤❡

✹✸

■♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✶✳✼✳✷ ✇❡ ❛..✉♠❡ %❤❛% ❞✉3✐♥❣ %❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ❛❣❡♥%. ✉.❡ ❧❡.. ❛❧%❡3♥❛%✐✈❡ .♦✉3❝❡.

♦❢ ✐♥❢♦3♠❛%✐♦♥✱ .♦ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡3 ♦♥❧② ❤❛❧❢ ♦❢ %❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉. ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥%✳

✹✹

◗✉♦%✐♥❣ ❢3♦♠ %❤❡ ♠❡%❤♦❞♦❧♦❣② ♣❛3% ♦❢ %❤❡ ❊>❯ ✇❡❜.✐%❡ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳♣♦❧✐❝②✉♥❝❡/!❛✐♥!②✳❝♦♠✴

♠❡!❤♦❞♦❧♦❣②✳❤!♠❧✱ ✧❲❡ ❝♦✉♥% %❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ♥❡✇.♣❛♣❡3 ❛3%✐❝❧❡. ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ %❤❡ %❡3♠. ✉♥❝❡3%❛✐♥ ♦3

✉♥❝❡3%❛✐♥%②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦3 ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦3 ♠♦3❡ ♣♦❧✐❝②✲3❡❧❡✈❛♥% %❡3♠.✧✳



✻✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ❊❳#❊❈❚❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ❯◆❈❊❘❚❆■◆❚❨✿ ❆ ❈❙■ ▼❖❉❊▲

✇❡❜%✐'❡ ●♦♦❣❧❡ ❚-❡♥❞%✳ ❲❡ ❝♦♥%✐❞❡- %❡❛-❝❤❡% ❜♦'❤ ✐♥ '❤❡ ♥❛'✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ '❤❡ ❝♦✉♥✲
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◆❆ ✶✾✽✹A✶✲✷✵✶✻A✹ ❖❊❈❉

◆♦"❡✿ ◆❆❂ ◆♦+ ❆♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ✯❉❛+❛ ❡①♣(❡&&❡❞ ❛& ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❝♦♥✈❡(+❡❞ ✐♥ +❤❡ &❛♠❡ ✉♥✐+ ♦❢ ♠❡❛&✉(❡ ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥+ (❛+❡ ✭&❡❡ ❙❡❝+✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ❛♥❞

❊A& ✭✶✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✹✮✮✳

∗
❋❊❉ ♦❢ ❉❛❧❧❛& ✭✶✾✾✶◗✶✲✶✾✾✽◗✹✮❀ ■❙❚❆❚ ✭✶✾✾✾◗✶✲✷✵✶✼◗✶✮✳

†
❚❤❡ ■♥+❡(♥❡+✲❜❛&❡❞ ✉♥❝❡(+❛✐♥+② ■♥❞❡① ✐& &❡❛&♦♥❛❧❧② ❛❞❥✉&+❡❞ ❜②

❛✉+❤♦(& ✉&✐♥❣ ❳✶✸✲❆❘■▼❆ ♣(♦❝❡❞✉(❡✳

‡
❉❛+❛ ✉&❡❞ ❛& ✐♥&+(✉♠❡♥+& ✐♥ ●▼▼ ❡&+✐♠❛+✐♦♥
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❈❤❛♣$❡& ✷

❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥$ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥1 ✐♥ ■$❛❧②✿

❛♥ ❆❣❡♥$✲❜❛1❡❞ ▼♦❞❡❧ ✇✐$❤ ❡❞✉❝❛$✐♦♥

▲✉❝❛ ●❡&♦((♦

∗

❆❜"#$❛❝#

❚❤✐, ❝❤❛♣(❡& ♣&❡,❡♥(, ❛♥ ❛❣❡♥(✲❜❛,❡❞ ♠♦❞❡❧ ❣&♦✉♥❞❡❞ ♦♥ (❤❡ ❝♦♠♠♦♥✲,♦✉&❝❡ ✐♥❢❡❝(✐♦♥

♠♦❞❡❧ ❢♦& ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥, ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ (❤❡ ✜&,( ❝❤❛♣(❡&✳ ■ &❡❧❛① (❤❡ ❤♦♠♦✲

❣❡♥❡✐(② ❛,,✉♠♣(✐♦♥ ✇✐(❤ (❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✉♥❞❡&,(❛♥❞✐♥❣ ✐❢ (❤❡ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥, ❛&❡ ❤❡(❡&♦❣❡♥❡♦✉,

❛❝&♦,, ❞✐✛❡&❡♥( ❞❡♠♦❣&❛♣❤✐❝ ❣&♦✉♣,✳ ■ ✜♥❞ (❤❛( (❤❡&❡ ❛&❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ,✐❣♥✐✜❝❛♥( ❞✐✛❡&✲

❡♥❝❡, (❤❛( ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ (❤&♦✉❣❤ ❤❡(❡&♦❣❡♥❡♦✉, ♣❛&❛♠❡(❡&, ♦❢ (❤❡ ❛❣❡♥(✲❜❛,❡❞ ♠♦❞❡❧

❢♦& (❤❡ ❞✐✛❡&❡♥( ❣&♦✉♣,✳ ■♥ ♣❛&(✐❝✉❧❛&✱ ■ ❝♦♥,✐❞❡& ❡❞✉❝❛(✐♦♥ ❛, ❛ ❞&✐✈❡& ♦❢ ♠❛❝&♦❡❝♦♥♦♠✐❝

❡①♣❡❝(❛(✐♦♥, ❛♥❞ ■ ✜♥❞ (❤❛( ,✉&✈❡② ❞❛(❛ ❛&❡ ❝♦♠♣❛(✐❜❧❡ ✇✐(❤ ❛ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡

❧❡,, ❡❞✉❝❛(❡❞ ❛&❡ ❛❧,♦ ❧❡,, ✉♣✲(♦✲❞❛(❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ (❤❛( (❤❡② ❛❝@✉✐&❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦&♠❛(✐♦♥ ❧❡,,

❢&❡@✉❡♥(❧② ❛♥❞ (❡♥❞ (♦ ❜❡ ♠♦&❡ ♣❡,,✐♠✐,(✐❝ (❤❛♥ ❤✐,(♦&✐❝❛❧ ❞❛(❛ ♦& ♣&♦❢❡,,✐♦♥❛❧ ❢♦&❡❝❛,(,

♠❛② ,✉❣❣❡,(✳

❏❊▲ ❈❖❉❊❙✿ ❉✽✹✱ ❊✷✹

❑❡② ❲♦,❞.✿ ❊①♣❡❝(❛(✐♦♥,✱ ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥(✱ ❆❣❡♥(✲❇❛,❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣

∗
❉❡♣❛$%♠❡♥% ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝-✱ ❈❛✬ ❋♦-❝❛$✐ ❯♥✐✈❡$-✐%②✱ ✸✵✶✷✶✱ ❱❡♥✐❝❡✱ ■%❛❧② ❧✉❝❛✳❣❡$♦%%♦❅✉♥✐✈❡✳✐%

✻✼
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❈❛$$♦❧❧ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✻✮ ❈❙■ ✭❈♦♠♠♦♥ ❙♦✉$❝❡ ■♥❢❡❝5✐♦♥✮ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦$ ❛ ❞❡5❛✐❧❡❞ ❞✐8❝✉88✐♦♥

♦❢ ✇❤✐❝❤ ■ $❡❢❡$ 5❤❡ $❡❛❞❡$ 5♦ ❈❤❛♣5❡$ ✶ ♦❢ 5❤❡ ❝✉$$❡♥5 ❞✐88❡$5❛5✐♦♥✱ ✐8 ♠❡❛♥5 5♦ ❝❛♣✲

5✉$❡ 5❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛5✉$❡8 ♦❢ 5❤❡ ❛❣❣$❡❣❛5❡ ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥8 ❢♦$♠❛5✐♦♥ ♣$♦❝❡88✳ ❚❤❡ ❞❡$✐✈❛5✐♦♥

♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡5$✐❝❛❧❧② 5❡85❛❜❧❡ ❡E✉❛5✐♦♥ $❡E✉✐$❡❞ 8♦♠❡ ❛88✉♠♣5✐♦♥8✱ ❧✐❦❡ 5❤❡ ♣$❡8❡♥❝❡ ♦❢

❛♥ ✉♥✐E✉❡ 8♦✉$❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝5✐♦♥

✶

✱ ♥♦ ✐♥5❡$❛❝5✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥58 ❛♥❞ ♥♦ ❤❡5❡$♦❣❡♥❡✐5② ❛❝$♦88

❛❣❡♥58 ♦5❤❡$ 5❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ✧✐♥❢❡❝5❡❞✧ ♦$ ♥♦5 ✐♥ 5❤❛5 ♣❛$5✐❝✉❧❛$ ♣❡$✐♦❞✳ ❚❤❡8❡ ❛88✉♠♣5✐♦♥8✱

❛❧5❤♦✉❣❤ ❛ ❜✐5 ♦✈❡$8✐♠♣❧✐✜❡❞✱ ❞♦ ♥♦5 ❛❧5❡$ 5❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡88❛❣❡ ♦❢ 5❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ 5♦

✈❡$✐❢② 5❤❡ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ 8♦✉♥❞♥❡88 ♦❢ 5❤❡ 5❤❡♦$❡5✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛5✐♦♥8 ♦❢ 5❤❡ ✉♥❞❡$❧②✐♥❣ ❢$❛♠❡✲

✇♦$❦✳ ❈❛$$♦❧❧ ✭✷✵✵✸✮ ✜♥❞8 5❤❛5 ❯❙ ✐♥✢❛5✐♦♥ ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥8 ❢$♦♠ 5❤❡ ❙✉$✈❡② ♦❢ ❈♦♥8✉♠❡$8

✭❯♥✐✈❡$8✐5② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥✮ ❛$❡ ❝♦♠♣❛5✐❜❧❡ ✇✐5❤ ❛ ❢$❛❝5✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉5 ✵✳✷✺ ♦❢ 5❤❡ ♣♦♣✉❧❛5✐♦♥

✉♣❞❛5✐♥❣ 5❤❡ ✐♥❢♦$♠❛5✐♦♥ 8❡5 ❡❛❝❤ E✉❛$5❡$✳ ❯8✐♥❣ ❛ 8❧✐❣❤5❧② ❞✐✛❡$❡♥5 ♠♦❞❡❧✱ 5❤❡ $❡8✉❧58

♦❢ ❈❤❛♣5❡$ ✶ 8❤♦✇ 5❤❛5 ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥5 ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥8 ❢♦$ 8❡❧❡❝5❡❞ ❊✉$♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥5$✐❡8

✷

❛$❡

❝♦♠♣❛5✐❜❧❡ ✇✐5❤ ❛ ❢$❛❝5✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉5 ✵✳✶ ♦❢ 5❤❡ ♣♦♣✉❧❛5✐♦♥ ✉♣❞❛5✐♥❣ 5❤❡ ✐♥❢♦$♠❛5✐♦♥ 8❡5

❡❛❝❤ E✉❛$5❡$ ❛♥❞ 5❤❡ $❡♠❛✐♥✐♥❣ ✵✳✾ ❝❤❛♥❣✐♥❣ 5❤❡ ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ 8✐♠♣❧❡ ❤❡✉$✐85✐❝✳

❚❤❡8❡ $❡8✉❧58✱ ✐♥ 5✉$♥✱ ✐♠♣❧② 5❤❛5 5❤✐8 8✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ✐8 ❛❜❧❡ 5♦ ❝❛♣5✉$❡ 5❤❡ ♠❛✐♥

❢❡❛5✉$❡8 ♦❢ 5❤❡ ❡✈♦❧✉5✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥8✉♠❡$ 8❡♥5✐♠❡♥5✳

❈❛$$♦❧❧ ✭✷✵✵✸✮ ❛❧8♦ ♠❛❦❡8 5❤❡ ❤②♣♦5❤❡8✐8✱ ❧❡❢5 ❢♦$ ❢✉$5❤❡$ $❡8❡❛$❝❤✱ 5❤❛5 5❤❡$❡ ♠❛② ❜❡

❤❡5❡$♦❣❡♥❡✐5② ✐♥ ❛❜8♦$♣5✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ✐♥❢❡❝5✐♦♥✮ ♣$♦❜❛❜✐❧✐5✐❡8 ❛❝$♦88 ❛❣❡♥58✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❤❡5❡$♦✲

❣❡♥❡✐5② ✇♦✉❧❞ ♣$♦❜❛❜❧② ❤❛✈❡ ❛ ❧✐55❧❡ $♦❧❡ ✐♥ 5❤❡ ✐♥5❡$♣$❡5❛5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❈❙■ ♠♦❞❡❧✱ 8✐♥❝❡

5❤❡ ❛88✉♠❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉8 ♣❛$❛♠❡5❡$ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 8✐♠♣❧② ❛ ✇❡✐❣❤5❡❞ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ 5❤❡ ✧5$✉❡✧

❤❡5❡$♦❣❡♥❡♦✉8 ♣❛$❛♠❡5❡$8✱ ❧❡❛❞✐♥❣ 5♦ 5✐♥② ❛❣❣$❡❣❛5❡ ❡✛❡❝58✳ ❆❝5✉❛❧❧②✱ ❈❛$$♦❧❧ ✭✷✵✵✻✮ ♣$♦✲

♣♦8❡8 ❛♥ ❛❣❡♥5✲❜❛8❡❞ ♠♦❞❡❧8 ✇✐5❤ ❤❡5❡$♦❣❡♥❡♦✉8 ❛❜8♦$♣5✐♦♥ ♣$♦❜❛❜✐❧✐5✐❡8✳ ❍❡ ✜♥❞8 5❤❛5

5❤❡ ✧❛✈❡$❛❣❡✧ ❛❜8♦$♣5✐♦♥ ♣$♦❜❛❜✐❧✐5② ✐8 ♥♦5 ❞✐88✐♠✐❧❛$ ❢$♦♠ 5❤❡ ♦♥❡ ♦❢ 5❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉8

❝❛8❡✱ ❜✉5 5❤❛5 5❤❡ ✐♥5$♦❞✉❝5✐♦♥ ♦❢ ❤❡5❡$❡♦❣❡♥❡✐5② ❛❧❧♦✇8 5♦ ❜❡55❡$ $❡♣$♦❞✉❝❡ 8♦♠❡ ❢❡❛5✉$❡8

♦❢ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ ❞❛5❛✱ ❧✐❦❡ 5❤❡ ❝$♦88✲8❡❝5✐♦♥❛❧ ❞✐8♣❡$8✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉8❡❤♦❧❞8 ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥8✳ ❍♦✇✲

❡✈❡$✱ ❤❡ ❞♦❡8 ♥♦5 ❡①♣❧✐❝✐5❧② ♠♦❞❡❧ 5❤❡ ❞✐✛❡$❡♥5 ❛❜8♦$♣5✐♦♥ ♣$♦❜❛❜✐❧✐5✐❡8 ❛8 ❛ ❢✉♥❝5✐♦♥ 5❤❡

❞✐✛❡$❡♥5 ❞❡♠♦❣$❛♣❤✐❝ ❝❤❛$❛❝5❡$✐85✐❝8 ♦❢ 5❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧8✱ ❡✈❡♥ 5❤♦✉❣❤ ❤❡ ♣$♦♣♦8❡8 5❤❛5
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5❡♠❛5✐❝ ❞✐✛❡$❡♥❝❡8 ✐♥ 8✉$✈❡② ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥8 ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡$❡♥5 ❣$♦✉♣8✳ ❉♦♠✐♥✐5③ ❛♥❞ ▼❛♥8❦✐
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♦❢ ,❤❡ ❡❞✉❝❛,✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ,❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ■ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣, ,❤❡ /❛♠❡ ❈❙■ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ♣+❡✈✐♦✉/❧②

❞❡/❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝,✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ♦❢ ❈❤❛♣,❡+ ✶✳ ❍❡+❡ ■ +❡❝❛❧❧ ,❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥,/✿

■ ❚❤❡ ,②♣✐❝❛❧ ♣❡+/♦♥ ❜❡❧✐❡✈❡/ ,❤❛, ∆4ut = ut − ut−4✱ ✇❤❡+❡ ut ✐/ ,❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥,

+❛,❡ ✐♥ ♣❡+✐♦❞ t✱ ❜❡❤❛✈❡/ ❧✐❦❡ ❛  !❛!✐♦♥❛&②  !♦❝❤❛ !✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ O✉❛+,❡+❧② ,❡+♠/✱ ,❤✐/

♠❡❛♥/ ,❤❛, ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆4ut = ∆4u
∗
t + ǫt, ✭✷✳✶✮

✇❤❡+❡ ∆4ut ✐/ ,❤❡ +❡❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ∆4u
∗
t ,❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥,❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ǫt ❛ ●❛✉//✐❛♥

❞✐/,✉+❜❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥,❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ✈❛+✐❛❜❧❡✱ ✐♥ ♣❛+,✐❝✉❧❛+✱ ✐/ ❞❡,❡+♠✐♥❡❞

❢♦✉+ ♣❡+✐♦❞/ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡/ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /,❛,✐♦♥❛+② ♣+♦❝❡//✿

∆4u
∗
t+4 = α + β∆4u

∗
t+3 + ηt+4, 0 ≤ β < 1, ✭✷✳✷✮

✇❤❡+❡ β +❡♣+❡/❡♥,/ ,❤❡ ❛✉,♦+❡❣+❡//✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ♦❢ ,❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥,❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣+♦❝❡//✱

α ✐/ ❛ ❝♦♥/,❛♥, ,❡+♠✱ ❛♥❞ ηt ✐/ ●❛✉//✐❛♥ ❞✐/,✉+❜❛♥❝❡✳
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■■ ❖♥❧② ♣+♦❢❡//✐♦♥❛❧ ❢♦+❡❝❛/,❡+/✱ ❛ ❣+♦✉♣ ♦❢ ❡①♣❡+, ❛❣❡♥,/✱ ❛+❡ ❛❜❧❡ ,♦ ♦❜/❡+✈❡ ❡①❛❝,❧②

∆4u
∗
t+4 ✐♥ ♣❡+✐♦❞ t✱ /♦ ,❤❛, ,❤❡ ♣+❡❞✐❝,✐♦♥ ♦❢ ∆4ut+4 ❝♦++❡/♣♦♥❞/ ,♦

Nt [∆4ut+4] = ∆4u
∗
t+4 ✭✷✳✸✮

✇❤❡+❡ Nt [∆4ut+4] ✐♥❞✐❝❛,❡/ ,❤❡ ♣+♦❢❡//✐♦♥❛❧ ❢♦+❡❝❛/,❡+/ ♣+❡❞✐❝,✐♦♥✳ ■♥ ♦,❤❡+ ✇♦+❞/✱

,❤❡ ❞✐/,✉+❜❛♥❝❡ ηt+4 ✐/ ❛❧✇❛②/ ♦❜/❡+✈❡❞ ❜② ❡①♣❡+, ❛❣❡♥,/✳

✼

✳

■■■ T+♦❢❡//✐♦♥❛❧ ❢♦+❡❝❛/,❡+/ ❡①♣❡❝,❛,✐♦♥/ /♣+❡❛❞ ✐♥ ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✈✐❛ ♥❡✇/ ♠❡❞✐❛ ✭✐✳❡✳

,❤❡ /♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❝♦♠♠♦♥ /♦✉+❝❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝,✐♦♥✑✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡+✐♦❞✱ ❛♥ ❛❣❡♥, i ❤❛/ ❛ ♣+♦❜✲

❛❜✐❧✐,② λ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥❢❡❝,❡❞ ❜② ,❤❡ ✐♥❢♦+♠❛,✐♦♥ ❛♥❞✱ ,❤❡♥✱ ,♦ +❡✈✐/❡ ,❤❡ ❡①♣❡❝,❛,✐♦♥

✐♥❝♦+♣♦+❛,✐♥❣ ,❤❡ ♣+♦❢❡//✐♦♥❛❧ ❢♦+❡❝❛/,❡+/ ♣+❡❞✐❝,✐♦♥✳
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■❱ ❆❣❡♥,/ ✇❤♦ ❛❝O✉✐+❡ Nt+k [∆4ut+4+k] ♥❡✈❡+ ❢♦+❣❡, ,❤✐/ ✐♥❢♦+♠❛,✐♦♥✳

❯♥❞❡+ ,❤❡ ❛//✉♠♣,✐♦♥/ ✭■✮ ✕ ✭■❱✮✱ ,❤❡ ❡①♣❡❝,❛,✐♦♥ ♦❢ ∆4u ❛, ,✐♠❡ t + 4 ❜② ❛ ❣❡♥❡+✐❝

♥♦♥✲❡①♣❡+, ❛❣❡♥, i ❝❛♥ ❜❡ ✇+✐,,❡♥ ❛/✿

Ei
t [∆4ut+4] = Ei

t

[
∆4u

∗
t+4

]
+ Ei

t [ǫt+4]︸ ︷︷ ︸
=0

. ✭✷✳✹✮

✻ǫτ ❛♥❞ ηκ ❛#❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ∀τ, κ✳
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❛❜❧❡ '♦ ♦❜*❡#✈❡ ❞✐#❡❝'❧② '❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ✈❛❧✉❡ ∆4u

∗
t+4✱ ✇✐'❤♦✉' '❤❡ ❛❜✐❧✐'② '♦ ❞✐*❡♥'❛❣❧❡ α + β∆4u

∗
t+3

❢#♦♠ ηt✳
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■❢ ❛❣❡♥( i ✐* ✏✐♥❢❡❝(❡❞✑ ❛( (✐♠❡ t✱ (❤❡♥ ❊3✳ ✭✷✳✹✮ ✐* ❡3✉❛❧ (♦

Ei
t [∆4ut+4] = Nt [∆4ut+4] . ✭✷✳✺✮

■❢ ❛❣❡♥( i ✐* ♥♦( ✐♥❢❡❝(❡❞ ✐♥ t✱ ❜✉( ✇❛* ✐♥*(❡❛❞ ✐♥❢❡❝(❡❞ ❛( (✐♠❡ t− 1✿

Ei
t [∆4ut+4] = Nt−1 [∆4ut+4] = α + βNt−1 [∆4ut+3] . ✭✷✳✻✮

✷✳✸ ❙✉♠♠❛'② )*❛*✐)*✐❝)
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❚❤❡ ❢♦B♠✉❧❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ 3✉❡*(✐♦♥ ❝♦♥❝❡B♥✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥* ✭◗✉❡*(✐♦♥ ✻ ♦❢
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♥❡①( ✶✷ ♠♦♥(❤*❄
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❛❧✇❛②* ❡①♣❡❝(❡❞ ❛ B✐*✐♥❣ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( B❛(❡✿ (❤✐* ✐* *♦♠❡✇❤❛( ❛*(♦♥✐*❤✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛B(✐❝✉❧❛B

❝♦♥*✐❞❡B✐♥❣ (❤❛( ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ✈❡B② ❡♥❞ ♦❢ (❤❡ ✾✵✐❡* ❛♥❞ ✷✵✵✼ (❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥( B❛(❡ ❤❛*

❝♦♥*(❛♥(❧② ❞❡❝B❡❛*❡❞✱ ❛❧♠♦*( ❤❛❧✈✐♥❣ ✭❢B♦♠ ❛❜♦✉( ✶✷✪ (♦ ❛❜♦✉( ✻✪✮✳ ❙✉♠♠❛B✐③✐♥❣ (❤❡*❡

✜♥❞✐♥❣*✱ ✐( ❛♣♣❡❛B* (❤❛( ❧❡** ❡❞✉❝❛(❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❛B❡ ♠♦B❡ ♣❡**✐♠✐*(✐❝ ✭❤✐❣❤❡B ♠❡❛♥ ❛♥❞

♠❡❞✐❛♥✮ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡** ❢B❡3✉❡♥(❧② (❤❡✐B ♦♣✐♥✐♦♥ ✭❧♦✇❡B *(❛♥❞❛B❞ ❞❡✈✐❛(✐♦♥✮✳ ❋✐❣✉B❡ ✷✳✶

❛❧❧♦✇* ❢♦B ❛ ✈✐*✉❛❧ ✐♥*♣❡❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ *❡B✐❡*✳ ❚❤❡ ❡②❡❜❛❧❧ ✐♥(✉✐(✐♦♥ ✐* (❤❛(✱ ❞❡*♣✐(❡ (❤❡

❞✐✛❡B❡♥( ♠♦♠❡♥(*✱ (❤❡② ❝♦♠♦✈❡✳ ❆❝(✉❛❧❧②✱ (❤❡ ♣❛✐B✇✐*❡ ❝♦BB❡❧❛(✐♦♥ ❛♠♦♥❣ (❤❡ *❡B✐❡* ✐*

❛❧✇❛②* ❤✐❣❤❡B (❤❛♥ ✵✳✾✺✳

✾

❇❡✐♥❣ ♣❛'( ♦♥ ❛♥ ❤❛'♠♦♥✐,❡❞ ❊✉'♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐,,✐♦♥ ♣'♦❥❡❝(✱ (❤❡ 4✉❡,(✐♦♥ ❛,❦❡❞ ❜② (❤❡ ■(❛❧✐❛♥ ✐♥,(✐✲

(✉(❡ ✐, (❤❡ ,❛♠❡ ✇❡ ✉,❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣(❡' ✶ ❢♦' ,(✉❞②✐♥❣ ❈♦♥,✉♠❡' ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ,❡❧❡❝(❡❞ ❊✉'♦♣❡❛♥ ❈♦✉♥('✐❡,✳
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙✉♠♠❛.② 01❛1✐01✐❝0 ✭✶✾✾✺7✶✲✷✵✶✼7✷✮

▼✐♥ ✶01 ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸.❞ ◗✉ ▼❛① ❙1✳❉❡✈

▲❚❍❙ ✹✳✾✼ ✸✺✳✽✹ ✺✵✳✹ ✺✸✳✸✹ ✻✹✳✾ ✶✶✹ ✷✹✳✼✾

❍❙ ✲✾✳✻ ✷✹✳✽✾ ✸✾✳✼✸ ✹✹✳✷✼ ✺✽✳✸✷ ✶✶✸✳✼ ✷✽✳✸✺

❈♦❧❧❡❣❡ ✲✷✸✳✹✼ ✶✺✳✼✼ ✸✷✳✼ ✸✾✳✵✾ ✺✹✳✸✷ ✶✵✾✳✺ ✸✷✳✸✾

❋✐❣✉.❡ ✷✳✶✿ ❍♦✉0❡❤♦❧❞0 ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥1 ❡①♣❡❝1❛1✐♦♥0 ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡0 ❜② ❡❞✉❝❛1✐♦♥ ❧❡✈❡❧

✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮

❚❤❡ ❛✐♠✱ ✐♥ 1❤❡ ♣.❡0❡♥1 ♣❛♣❡.✱ ✐0 1♦ ✉♥❞❡.01❛♥❞ ✐❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥1 ❡①♣❡❝1❛1✐♦♥0 ❞❛1❛

❛.❡ ❝♦♠♣❛1✐❜❧❡ ✇✐1❤ ❛ ❈❙■ ♠♦❞❡❧ ✇✐1❤ ❤❡1❡.♦❣❡♥❡♦✉0 ♣❛.❛♠❡1❡.0 ❛0 ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡

❡❞✉❝❛1✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 1❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❯♥❢♦.1✉♥❛1❡❧②✱ 1❤❡ ●▼▼ ♦. 1❤❡ 1✐♠❡✲✈❛.②✐♥❣ ❡01✐♠❛1✐♦♥

❛1 1❤❡ ❛❣❣.❡❣❛1❡ ♠❛❝.♦ ❧❡✈❡❧ ✉0❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣1❡. ✶ ✭M̂t [∆4ut+4] = λNt [∆4ut+4]+(1− λ) (α+

βM̂t−1 [∆4ut+3]✮ ❛.❡ ♥♦1 0✉✐1❛❜❧❡ ❢♦. 1❤✐0 ♣✉.♣♦0❡✳ ❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛.② .❡❣.❡00✐♦♥ ∆4ut+4+ =

ut+4−ut = φedu,0+φedu,1IST
U
edu,t✱ ❜② ❝♦♥01.✉❝1✐♦♥ .❡1✉.♥0 ✜11❡❞ ✈❛❧✉❡0 M̂edu,t [•] ✇❤✐❝❤ ❛.❡

♣❡.❢❡❝1❧② ❝♦..❡❧❛1❡❞ ✇✐1❤ ISTU
edu,t✱ ❤❛✈❡ ♠❡❛♥ ❡7✉❛❧ 1♦ E(∆4ut+4) ❛♥❞ 01❛♥❞❛.❞ ❞❡✈✐❛1✐♦♥

❡7✉❛❧ 1♦ SD(∆4ut+4) ·COR(IST
U
edu,t,∆4ut+4)✳ ■♥ ♦1❤❡. ✇♦.❞0✱ 1❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡0 ✐♥ ♣♦0✐1✐♦♥

❛♥❞ ❞✐0♣❡.0✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛1♦.0 ♦❢ 1❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧ 0❡.✐❡0 ❜② ❡❞✉❝❛1✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦1 ❜❡ .❡✢❡❝1❡❞ ✐♥ 1❤❡

✜11❡❞ ✈❛❧✉❡0 ❜② ❡❞✉❝❛1✐♦♥ ❛♥❞ 1❤❡.❡❢♦.❡ ♦♥ 1❤❡ ❡01✐♠❛1❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥10 λ✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❛♥❞

❋✐❣✉.❡ ✷✳✷ ❝♦♥✜.♠ 1❤❡ ✐♥1✉✐1✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙✉♠♠❛.② 01❛1✐01✐❝0 ♦❢ ✜11❡❞ ✈❛❧✉❡0 M̂edu,t [•] ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✻◗✶✮

▼✐♥ ✶01 ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸.❞ ◗✉ ▼❛① ❙1✳❉❡✈

▲❚❍❙ ✲✵✳✽✺ ✲✵✳✷✼ ✲✵✳✵✹ ✵✳✵✸ ✵✳✷✺ ✶✳✵✽ ✵✳✹✹

❍❙ ✲✵✳✽✺ ✲✵✳✸ ✲✵✳✵✺ ✵✳✵✸ ✵✳✸ ✶✳✶✷ ✵✳✹✻

❈♦❧❧❡❣❡ ✲✵✳✽✽ ✲✵✳✸✶ ✲✵✳✵✻ ✵✳✵✸ ✵✳✷✻ ✶ ✵✳✹✻



✷✳✹✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❆,,❘❖❆❈❍ ✼✺

❋✐❣✉&❡ ✷✳✷✿ ❋✐++❡❞ ✈❛❧✉❡0 M̂edu,t [•] ❜② ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✻◗✶✮

✷✳✹ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ❛♣♣-♦❛❝❤

■♥ ♦&❞❡& +♦ ❡0+✐♠❛+❡ +❤❡ ♣❛&❛♠❡+❡&0✱ ■ ❛❞♦♣+ +❤❡ 0❛♠❡ ♠✐❝&♦✲0✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ♦❢

❈❤❛♣+❡& ✶✳ ■♥ 0❤♦&+✱ ■ ❛00✉♠❡ +❤❛+✿

✶✳ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐+❤ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ edu ❤❛0 ❛ ❝♦♥0+❛♥+ ♣&♦❜❛❜✐❧✐+② λedu ♦❢ ❛❜0♦&❜✐♥❣ +❤❡

❧❛+❡0+ ♣&♦❢❡00✐♦♥❛❧ ❢♦&❡❝❛0+✳

✷✳ ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧0 ✇✐+❤ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ edu✱ ❛ ❢&❛❝+✐♦♥ µedu ♦❢ ❛❣❡♥+0 ✐0  !✉❜❜♦%♥❧② ♣❡ ✲

 ✐♠✐ !✐❝✱ ✐✳❡✳ +❤❡② ❛❧✇❛②0 +❤✐♥❦ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥+ ✐0 ❣♦✐♥❣ +♦ ✐♥❝&❡❛0❡ 0❤❛&♣❧②✱ ✇✐+❤♦✉+

❝❛&✐♥❣ ❛❜♦✉+ ♣&♦❥❡❝+✐♦♥0 ♦& ❤✐0+♦&✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡0✳

■ ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ 0✉❜0❝&✐♣+0 ❢♦& 0✐♠♣❧✐❝✐+②✱ ❜✉+ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦❝❡00 ✐0 &❡♣❡❛+❡❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+❧② ❢♦& ❡❛❝❤ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ✉0❡ +❤❡ 0✉❜0❝&✐♣+ i +♦ ❞❡♥♦+❡ ❛ ✈❛&✐❛❜❧❡

❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ ❛❣❡♥+ i✳ ❆❧❧ ❛❣❡♥+0 ❛&❡ ✐♥✐+✐❛❧✐③❡❞ ✇✐+❤ Ei
0[∆4u4] = 0✳ ✧■♥❢❡❝+✐♦♥✧ ♦❢ ❛❣❡♥+ i✱ ✐♥

❛♥② ♣❡&✐♦❞ t✱ ✐0 ❛ ❇❡&♥♦✉❧❧✐ &❛♥❞♦♠ ✈❛&✐❛❜❧❡ Inf i
t ✇✐+❤ P(Inf i

t = 1) = λ✱ ❛♥❞  !✉❜❜♦%♥❧②

♣❡  ✐♠✐ ♠ ✐0 ♠♦❞❡❧❡❞ ❛0 ❛ ❇❡&♥♦✉❧❧✐ ✇✐+❤ P(Stubit = 1) = µ✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Ei
t [∆4ut+4] =

{
Nt[∆4ut+4] ✐❢ Inf i

t = 1 ✭■♥❢♦&♠❡❞✮,

α + βEi
t−1[∆4ut+3] ✐❢ Inf i

t = 0 ✭❯♥✐♥❢♦&♠❡❞✮.
✭✷✳✼✮

❆♥❞✿

Ansit(E
i
t [∆4ut+4]) =





++ ✭✐♥❝&❡❛0❡ 0❤❛&♣❧②✮ ✐❢ Ei
t [∆4ut+4] ≥ γ ∨ Stubit = 1,

+ ✭✐♥❝&❡❛0❡ 0❧✐❣❤+❧②✮ ✐❢

γ
2
≤ Ei

t [∆4ut+4] < γ ∧ Stubit = 0,

= ✭&❡♠❛✐♥ +❤❡ 0❛♠❡✮ ✐❢ − γ
2
< Ei

t [∆4ut+4] <
γ
2
∧ Stubit = 0,

− ✭❢❛❧❧ 0❧✐❣❤+❧②✮ ✐❢ − γ < Ei
t [∆4ut+4] ≤ −γ

2
∧ Stubit = 0,

−− ✭❢❛❧❧ 0❤❛&♣❧②✮ ✐❢ Ei
t [∆4ut+4] ≤ −γ ∧ Stubit = 0,
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✷✳✺ ❘❡%✉❧(%

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛* ✜✈❡ ♣❛.❛♠❡/❡.*✿ α✱ β✱ γ✱ λ ❛♥❞ µ✳ ❆* ✐♥ ❈❤❛♣/❡. ✶✱ ■ ♣.♦①② /❤❡ ♣.♦❢❡**✐♦♥❛❧

❢♦.❡❝❛*/* Nt [•] ✇✐/❤ ❢♦.❡❝❛*/* ❢.♦♠ /❤❡ ❖❊❈❉ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉/❧♦♦❦✳ ■ ❛**✉♠❡ α✱ β ❛♥❞ γ
/♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉* ❛♥❞ ❡E✉❛❧ /♦ /❤❡ ❝❛❧✐❜.❛/✐♦♥ ❢♦. ■/❛❧② ❛❞♦♣/❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣/❡. ✶✱

✶✵

✇❤✐❧❡

λedu ❛♥❞ µedu ❛.❡ ❤❡/❡.♦❣❡♥❡♦✉*✱ ✇❤❡.❡ edu ❞❡♥♦/❡* /❤❡ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ λedu ❛♥❞ µedu

❛.❡ ❡*/✐♠❛/❡❞ /❤.♦✉❣❤ /❤❡ ▼❡/❤♦❞ ♦❢ ❙✐♠✉❧❛/❡❞ ▼♦♠❡♥/*✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥/* /♦ ❜❡ ♠❛/❝❤❡❞

❛.❡ /❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ /❤❡ */❛♥❞❛.❞ ❞❡✈✐❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✭❞❡♥♦/❡❞ ISTU
edu,t✮ ♦❢ /❤❛/

❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ▼✐❝.♦✲*✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❝❛❧✐❜.❛/✐♦♥ ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮

µ λ
▲❚❍❙ ✵✳✷✾✺✻ ✭✵✳✷✾✷✸✲✵✳✷✾✾✵✮ ✵✳✵✺✶✸ ✭✵✳✵✹✾✹✲✵✳✵✺✸✸✮

❍❙ ✵✳✷✺✺✵ ✭✵✳✷✺✵✻✲✵✳✷✺✾✺✮ ✵✳✵✻✵✺ ✭✵✳✵✺✼✽✲✵✳✵✻✸✷✮

❈♦❧❧❡❣❡ ✵✳✷✸✹✻ ✭✵✳✷✷✽✼✲✵✳✷✹✵✺✮ ✵✳✵✼✷✶ ✭✵✳✵✻✽✹✲✵✳✵✼✺✽✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙✉♠♠❛.② */❛/✐*/✐❝* ✲ ❙✐♠✉❧❛/❡❞ ❛♥❞ ❖.✐❣✐♥❛❧ ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮

▼✐♥ ✶*/ ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸.❞ ◗✉ ▼❛① ❙/✳❉❡✈ ❈♦.

▲❚❍❙ ✲ ❙✐♠✉❧❛/❡❞ ✺✳✷✼ ✸✻✳✺✷ ✺✷✳✷✺ ✺✸✳✶✽ ✻✾✳✻✽ ✶✵✼✳✹✵ ✷✹✳✻✽ ✵✳✻✽

▲❚❍❙ ✲ ❖.✐❣✐♥❛❧ ✹✳✾✼ ✸✺✳✽✹ ✺✵✳✹✵ ✺✸✳✸✹ ✻✹✳✾✵ ✶✶✹✳✵✵ ✷✹✳✼✾

❍❙ ✲ ❙✐♠✉❧❛/❡❞ ✲✽✳✻✵ ✷✻✳✽✻ ✹✷✳✷✽ ✹✸✳✾✼ ✻✸✳✽✷ ✶✵✸✳✹✵ ✷✼✳✺✶ ✵✳✼✷

❍❙ ✲ ❖.✐❣✐♥❛❧ ✲✾✳✻✵ ✷✹✳✽✾ ✸✾✳✼✸ ✹✹✳✷✼ ✺✽✳✸✷ ✶✶✸✳✼✵ ✷✽✳✸✺

❈♦❧❧❡❣❡ ✲ ❙✐♠✉❧❛/❡❞ ✲✷✹✳✵✵ ✶✻✳✽✵ ✸✼✳✽✵ ✸✼✳✽✷ ✺✽✳✵✷ ✶✵✾✳✵✵ ✸✷✳✽✸ ✵✳✼✸

❈♦❧❧❡❣❡ ✲ ❖.✐❣✐♥❛❧ ✲✷✸✳✹✼ ✶✺✳✼✼ ✸✷✳✼✵ ✸✾✳✵✾ ✺✹✳✸✷ ✶✵✾✳✺✵ ✸✷✳✸✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ .❡♣♦./* /❤❡ .❡*✉❧/* ♦❢ /❤❡ ❡*/✐♠❛/✐♦♥ /♦❣❡/❤❡. ✇✐/❤ /❤❡ ❝♦..❡*♣♦♥❞✐♥❣ ✾✺✪

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥/❡.✈❛❧*✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ .❡♣♦./* *♦♠❡ *✉♠♠❛.② */❛/✐*/✐❝* ❛♥❞ ❝♦♠♣❛.❡* /❤❡♠ ✇✐/❤

/❤❡ ❡♠♣✐.✐❝❛❧ ♦♥❡*✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐/❤ /❤❡ ❝♦..❡❧❛/✐♦♥✳ ❈♦..❡❧❛/✐♦♥ ✐* ♦♥ ♣✉.♣♦*❡ ♥♦/ ❛ ♠❛/❝❤❡❞

♠♦♠❡♥/ ❜✉/ /✉.♥* ♦✉/ /♦ ❜❡ .❡❧❡✈❛♥/ ✭❛❧✇❛②* ❤✐❣❤❡. /❤❛♥ ✵✳✻✽✮✳ ❋✐❣✉.❡ ✷✳✶ ❛❧❧♦✇* ❢♦. ❛

✈✐*✉❛❧ ✐♥*♣❡❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ *✉❜*/❛♥/✐❛❧ ✜/✳ ❚❤❡ ✐♥/❡.♣.❡/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♣❛.❛♠❡/❡.* ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮

✐* ✐♥/✉✐/✐✈❡ ❛♥❞ */.❛✐❣❤/❢♦.✇❛.❞✿

• ❚❤❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐/② /❤❛/ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛* ❛❝❝❡** /♦ ✉♣✲/♦✲❞❛/❡ ♣.♦❢❡**✐♦♥❛❧ ❢♦.❡✲

❝❛*/* ✭λ✮ ✐* ✐♥❝.❡❛*✐♥❣ ✐♥ /❤❡ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

• ❚❤❡ ♣.♦♣♦./✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ✐♥ /❤❡ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥ /❤❛/ ❛❧✇❛②* /❤✐♥❦ ✐♥ ❛ ♣❡**✐♠✐*/✐❝

✇❛② ✭µ✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/❧② ❢.♦♠ ❢♦.❡❝❛*/ ♦❢ /❤❡ ❢✉/✉.❡ ♦. .❡❝❡♥/ ♣❛*/ /.❡♥❞*✱ ✐* ❞❡❝.❡❛*✐♥❣

✐♥ /❤❡ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡.❡ ❛.❡ ❧❡**  !✉❜❜♦%♥❧② ♣❡  ✐♠✐ !✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧* ❛♠♦♥❣ ♠♦.❡

❡❞✉❝❛/❡❞ ♣❡♦♣❧❡✳ ❚❤✐* ✜♥❞✐♥❣ ✐* ❝♦♥*✐*/❡♥/ ✇✐/❤ .❡*✉❧/* .❡♣♦./❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❛♥❞

✐♥ ❉♦♠✐♥✐/③ ❛♥❞ ▼❛♥*❦✐ ✭✷✵✶✶✮ ❛❜♦✉/ ❡①♣❡❝/❡❞ .❡/✉.♥* ♦♥ /❤❡ ❙/♦❝❦ ▼❛.❦❡/ ✭❛♥

✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉* *✐❣♥ ♦❢ ♦♣/✐♠✐*♠✮✳

❆❝❝♦.❞✐♥❣ /♦ /❤✐* ✐♥/❡.♣.❡/❛/✐♦♥✱ /❤❡ ♠♦.❡ ❡❞✉❝❛/❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥*✐❞❡.❡❞ /❤❡.❡❢♦.❡ ❛* ♠♦.❡

✧.❛/✐♦♥❛❧✧✱ ✇❤❡.❡❛* ❛❧*♦ /❤❡ ❧❡** ❡❞✉❝❛/❡❞ ❛❝E✉✐.❡ ✐♥❢♦.♠❛/✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛/❡ /❤❡✐. ❢♦.❡❝❛*/*✱

❜✉/ ♠✉❝❤ ♠♦.❡ ✐♥❢.❡E✉❡♥/❧②✳

✶✵α = 0✱ β = 0.913✱ γ = 0.389✳



✷✳✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ✼✼

❋✐❣✉%❡ ✷✳✶✿ ❍♦✉-❡❤♦❧❞- ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥5 ❡①♣❡❝5❛5✐♦♥- ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦% ▲❚❍❙✱ ❍❙ ❛♥❞ ❈♦❧❧❡❣❡

✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮



✼✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❯◆❊▼#▲❖❨▼❊◆❚ ❊❳#❊❈❚❆❚■❖◆❙ ■◆ ■❚❆▲❨

❚❤❡ ❧❡&& ❡❞✉❝❛+❡❞ ❛,❡ +❤❡,❡❢♦,❡ ♠♦,❡ ✐♥ ♥❡❡❞ ♦❢ ❢,❡2✉❡♥+✱ +,❛♥&♣❛,❡♥+ ❛♥❞ ❡❛&✐❧② ❛❝✲

❝❡&&✐❜❧❡ ✭❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✮ ✐♥❢♦,♠❛+✐♦♥ ✐♥ ♦,❞❡, +♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦,,❡❝+ ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥✳

❆❜♦✉+ ❤❛❧❢ ♦❢ +❤❡ ■+❛❧✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ✐& ✐♥ +❤❡ ▲❡"" #❤❛♥ ❍✐❣❤ ❙❝❤♦♦❧ ❣,♦✉♣✳ ■+ ✐&

&+,✐❦✐♥❣ +♦ ♥♦+❡ +❤❛+ ❞❛+❛ ❢♦, +❤❡ +❤✐& ❣,♦✉♣ ❛,❡ ❝♦♥&✐&+❡♥+ ♥♦+ ♦♥❧② ✇✐+❤ ❛ ,❡❛❧❧② ❧♦✇

✉♣❞❛+✐♥❣ ♣,♦❜❛❜✐❧✐+② ✭♦♥❧② ✺ ❛❣❡♥+& ♣❡, 2✉❛,+❡,✱ ♦✉+ ♦❢ ♦♥❡ ❤✉♥❞,❡❞✱ ,❡❛❞ +❤❡ ❢♦,❡❝❛&+&✮✱

❜✉+ ❛❧&♦ ✇✐+❤ ❛❧♠♦&+ ♦♥❡ +❤✐,❞ ♦❢ ❛❣❡♥+& ❢♦,♠✉❧❛+✐♥❣ ❛♥ ♦♣✐♥✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥ ♥♦

❡♠♣✐,✐❝❛❧ ❣,♦✉♥❞&✳ ◆♦+ ♦♥❧② +❤❡② ❞♦ ♥♦+ +,✉&+ ❢♦,❡❝❛&+& ♦❢ ♥❛+✐♦♥❛❧ ❛♥❞ &✉♣,❛♥❛+✐♦♥❛❧

✐♥&+✐+✉+✐♦♥&✱ ❜✉+ +❤❡② ❞♦ ♥♦+ ❡✈❡♥ ❝❛,❡ ❛❜♦✉+ +❤❡ ,❡❝❡♥+ +,❡♥❞✳ ❇❛&✐❝❛❧❧②✱ +❤❡② ❛❧✇❛②&

❝❧❛✐♠ +❤❛+ +❤❡ ❢✉+✉,❡ ✐& ❣♦✐♥❣ +♦ ❜❡ ❣,✐♠ ✭♦, ❡✈❡♥ ❛✇❢✉❧✦✮✳

▼♦,❡♦✈❡,✱ ■ ❛❧&♦ ❡&+✐♠❛+❡ &❡♣❛,❛+❡❧② +❤❡ ♣❛,❛♠❡+❡,& ❢♦, +✇♦ &✉❜♣❡,✐♦❞&✱ +❤❛+ ✐& ✉♥+✐❧

✷✵✵✽✱ ❛♥❞ ❢,♦♠ ✷✵✵✾ +♦ ✷✵✶✷✳ ❚❤❡,❡ ❛,❡ +✇♦ ♠❛✐♥ ,❡❛&♦♥&✿ +❤❡ ✜,&+ ♦♥❡ ✐& +❤❛+ +❤❡ +❤,❡❡

&❡,✐❡& ,❡❧❛+❡❞ +♦ ❞✐✛❡,❡♥+ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧& ❛♣♣❡❛, +♦ ❝♦♥✈❡,❣❡ ❛❢+❡, ✷✵✵✾✱ ❛♥❞ +❤❡ &❡❝♦♥❞

♦♥❡ ✐& +❤❛+ ❢♦, +❤❡ ♣❡,✐♦❞ ♦❢ ❤❡✐❣❤+❡♥❡❞ ✉♥❝❡,+❛✐♥+② ✭✜,&+ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝,✐&✐&✱ +❤❡♥ &♦✈❡,❡✐❣♥

❞❡❜+ ❝,✐&✐&✮ +❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐& ♥♦+ ❛❜❧❡ +♦ ✜+ ❞❛+❛✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ▼✐❝,♦✲&✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❝❛❧✐❜,❛+✐♦♥ ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✵✽◗✹✮

µ λ
▲❚❍❙ ✵✳✸✶✸✺ ✭✵✳✸✵✾✼✲✵✳✸✶✼✹✮ ✵✳✵✺✼✹ ✭✵✳✵✺✸✸✲✵✳✵✻✶✻✮

❍❙ ✵✳✷✺✼✸ ✭✵✳✷✺✷✺✲✵✳✷✻✷✷✮ ✵✳✵✻✷✼ ✭✵✳✵✺✼✾✲✵✳✵✻✼✹✮

❈♦❧❧❡❣❡ ✵✳✷✸✼✷ ✭✵✳✷✸✵✹✲✵✳✷✹✹✶✮ ✵✳✵✼✹✽ ✭✵✳✵✻✻✾✲✵✳✵✽✷✻✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ▼✐❝,♦✲&✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❝❛❧✐❜,❛+✐♦♥ ✭✷✵✵✾◗✶✲✷✵✶✷◗✹✮

µ λ
▲❚❍❙ ✵✳✸✸✶✵ ✭✵✳✸✷✶✶✲✵✳✸✹✶✵✮ ✵✳✵✺✺✾ ✭✵✳✵✺✶✻✲✵✳✵✻✵✸✮

❍❙ ✵✳✸✶✼✸ ✭✵✳✸✵✺✼✲✵✳✸✷✾✵✮ ✵✳✵✺✺✸ ✭✵✳✵✺✵✶✲✵✳✵✻✵✺✮

❈♦❧❧❡❣❡ ✵✳✸✹✵✵ ✭✵✳✸✷✻✷✲✵✳✸✺✸✼✮ ✵✳✵✹✾✶ ✭✵✳✵✹✷✹✲✵✳✵✺✺✾✮

■+ ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ +♦ ❛♣♣,❡❝✐❛+❡ +❤❛+✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥+❡,✈❛❧& ❤❛✈❡ ✇✐❞❡♥❡❞✱ +❤❡ ❡&+✐✲

♠❛+✐♦♥ ❢♦, +❤❡ ♣/❡✲✷✵✵✾ &✉❜&❛♠♣❧❡ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮ ❝♦♥✜,♠& +❤❡ ✐♥+❡,♣,❡+❛+✐♦♥ ♦❢ λ ❛♥❞ µ ❢♦,

+❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡,✐♦❞❀ ♠♦,❡♦✈❡,✱ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥+❡,✈❛❧& ♦✈❡,❧❛♣ ✇✐+❤ +❤❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡& ♦❢

+❤❡ ❜❛&❡❧✐♥❡ ♣❡,✐♦❞✱ ✇✐+❤ +❤❡ ❡①❝❡♣+✐♦♥ ♦❢ µLTHS✳ ❈♦♥✈❡,&❡❧②✱ +❤❡ ✐♥+✉✐+✐♦♥ ✇❡ ❣♦+ ❢♦,

+❤❡ ♣♦"#✲✷✵✵✾ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✹✮ ✐& +❤❡ ♦♣♣♦&✐+❡✿ µ✱ +❤❡ ♣,♦♣♦,+✐♦♥ ♦❢ "#✉❜❜♦/♥❧② ♣❡""✐♠✐"#✐❝ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧&✱ ❤❛& ✐♥❝,❡❛&❡❞ ❢♦, ❛❧❧ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧&✱ ✉♣ +♦ ✺✵✪ ❢♦, ❈♦❧❧❡❣❡✱ ❛♥❞ +❤❡ ❡&+✐♠❛+❡&

❛,❡ ❜❛&✐❝❛❧❧② +❤❡ &❛♠❡ ❢♦, +❤❡ +❤,❡❡ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❣,♦✉♣&✳ ❆+ +❤❡ &❛♠❡ +✐♠❡✱ +❤❡ ❡&+✐♠❛+❡&

♦❢ λ ❞❡❝,❡❛&❡ ❛♥❞ +❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥+❡,✈❛❧& ✇✐❞❡❧② ♦✈❡,❧❛♣ ❢♦, ❛❧❧ ❡❞✉❝❛+✐♦♥ ❧❡✈❡❧&✱ &♦ +❤❡

❡&+✐♠❛+❡& ♦❢ +❤❡ ❛❜&♦,♣+✐♦♥ ♣,♦❜❛❜✐❧✐+✐❡& ❛,❡ ♥♦+ &✐❣♥✐✜❝❛♥+❧② ❞✐✛❡,❡♥+ ❛♠♦♥❣ ❡❞✉❝❛+✐♦♥

❧❡✈❡❧&✱ +♦♦✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ ❡✈❡♥ ✐❢ +❤❡ ▼❡+❤♦❞ ♦❢ ❙✐♠✉❧❛+❡❞ ▼♦♠❡♥+& ✐& ❛❜❧❡ +♦ ,❡♣,♦❞✉❝❡ 2✉✐+❡

❛❝❝✉,❛+❡❧② +❤❡ ✜,&+ +✇♦ ♠♦♠❡♥+&✱ +❤❡ ❝♦,,❡❧❛+✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ✐& ♥❡❣❛+✐✈❡ ✭❛,♦✉♥❞ ✲✵✳✷✮✿ +❤✐&

♠♦❞❡❧ ✐& ♥♦+ ❛❜❧❡ +♦ ❡①♣❧❛✐♥ +❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉, ✐♥ +❤❡ ②❡❛,& ❢,♦♠ ✷✵✵✾ +♦ ✷✵✶✷✱ ✇❤✐❧❡ ✐+ ❤❛&

❣♦♦❞ ❡①♣❧❛♥❛+♦,② ♣♦✇❡, ❢♦, +❤❡ ♣/❡✲✷✵✵✾ ♣❡,✐♦❞✳

❚❤❡&❡ ❡&+✐♠❛+❡& ❝♦♥✜,♠ +❤❡ ✧❡②❡❜❛❧❧✧ ✐♥+✉✐+✐♦♥ +❤❛+ +❤❡ ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥ ❢♦,♠❛+✐♦♥ ♣,♦✲

❝❡&& ♠❛② ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐+❤ ,❡&✉❧+& ♦❢ ❈❤❛♣+❡, ✶✱ ✐♥ ♣❡,✐♦❞& ♦❢ ❤❡✐❣❤+❡♥❡❞

✉♥❝❡,+❛✐♥+② ❛❣❡♥+& ❛,❡ ✇✐❧❧✐♥❣ +♦ &♣❡♥❞ ❧❡&& +✐♠❡ +♦ ❧❡❛,♥ ❢♦,❡❝❛&+& ❧✐❦❡❧② +♦ +✉,♥ ♦✉+ +♦

❜❡ ❢❛, ❢,♦♠ +❤❡ ❛❝+✉❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤❛+ ♠✐❣❤+ ❜❡ &✉,♣,✐&✐♥❣ ✐& +❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉&
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❞❡❣%❡❡ ♦❢ ♣❡))✐♠✐)♠ ✉♥❞❡% ❞❡❡♣❡♥❡❞ ✉♥❝❡%/❛✐♥/②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❡✛❡❝/ ♦♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❞❡❝✐)✐♦♥) ♦❢ ❤♦✉)❡❤♦❧❞) ✭❡✳❣✳ )♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✉%❛❜❧❡)✱ ♦% )❛✈✐♥❣✮✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■♥ /❤✐) ✇♦%❦✱ ■ ✜♥❞ /❤❛/ ❛♥ ✐♠♣♦%/❛♥/ ❞%✐✈❡% ♦❢ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥) ✐) /❤❡ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ■

❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❣❡♥/✲❜❛)❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡% /❤❡ ❤②♣♦/❤❡)✐) /❤❛/ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥) ♠❛② ❜❡ ♣❛%/❧② ♥♦/

%❛/✐♦♥❛❧ ❛/ ❛❧❧ ✭ !✉❜❜♦%♥ ♣❡  ✐♠✐ ♠✮ ❜✉/ ♠❛② ❛❧)♦ )✐♠♣❧② ❜❡ ❜❛)❡❞ ♦♥ ✐♠♣❡%❢❡❝/ ♦% ♦❧❞

✐♥❢♦%♠❛/✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡✉%✐)/✐❝ ✉♣❞❛/✐♥❣ %✉❧❡)✱ ❧❡❛❞✐♥❣ /♦ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥) /❤❛/ ♣%✐♠❛ ❢❛❝✐❡ ♠❛②

❛♣♣❡❛% /♦/❛❧❧② ✐%%❛/✐♦♥❛❧✳

❚❤❡ ❈❙■ ♠♦❞❡❧ ✐) )✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐) ❛❜❧❡ /♦ ❞❡)❝%✐❜❡✱ ✇✐/❤ ❛ )♦✉♥❞ )/♦%②✱ /❤❡ ♣%♦❝❡)) /❤❛/

❧❡❛❞) /♦ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥) ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥/ ❛) ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ %❡)✉❧/) ❛%❡

✐♥/❡%♣%❡/❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ✈❡%② )✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥/✉✐/✐✈❡ ✇❛②✿ /❤❡ ❤✐❣❤❡% /❤❡ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ /❤❡ ❝❧♦)❡%

✐) /❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥ /♦ /❤❡ ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ♣%♦❢❡))✐♦♥❛❧ ❢♦%❡❝❛)/❡%)✳ ❚❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐/② ♦❢

❜❡✐♥❣ ✐♥❢♦%♠❡❞ ♦❢ /❤❡ ❧❛/❡)/ ♣%♦❢❡))✐♦♥❛❧ ❢♦%❡❝❛)/ ✐) ✐♥❝%❡❛)✐♥❣ ✐♥ /❤❡ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ ❧❡✈❡❧✿ /❤❡

♠♦%❡ ❡❞✉❝❛/❡❞ %❡❛❞ ♠♦%❡ ♥❡✇)♣❛♣❡%)✱ ❛♥❞ )♦ /❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ❤✐❣❤❡% ♣%♦❜❛❜✐❧✐/② ♦❢ ❧❡❛%♥✐♥❣

/❤❡ ♥❡✇ ❢♦%❡❝❛)/✳ ❚❤❡%❡ ✐) ❛❧)♦ ❛ ❧♦✇❡% ♣%♦♣♦%/✐♦♥ ♦❢  !✉❜❜♦%♥ ♣❡  ✐♠✐ ♠ ❛♠♦♥❣ /❤❡ ♠♦%❡

❡❞✉❝❛/❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝/ /❤❛/ /❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♠♦%❡ ❡❞✉❝❛/❡❞ ✐) /❤❡ ♦♥❡ ❝❧♦)❡)/

/♦ /❤❡ ♣%♦❢❡))✐♦♥❛❧ ❢♦%❡❝❛)/❡%) ♣%❡❞✐❝/✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥/) ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❧✐/❡%❛❝② )/✉❞✐❡) ♦♥ /❤❡

✐♠♣♦%/❛♥❝❡ ♦❢ ❡❞✉❝❛/✐♦♥ /♦ ♣%♦✈✐❞❡ /❤❡ ❛❜✐❧✐/② /♦ ✉♥❞❡%)/❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞

%❡❛❝/ ♦♣/✐♠❛❧❧②✳ ❚❤✐) ❤❛) ❛♥ ❡✛❡❝/ ♦♥ /❤❡ ❜✉)✐♥❡)) ❝②❝❧❡✱ /♦♦✿ ✇❛✈❡) ♦❢ ❡①❝❡))✐✈❡ ♦♣/✐♠✐)♠

❛♥❞ ♣❡))✐♠✐)♠ ❤❛✈❡ ❢%❡E✉❡♥/❧② ❝❛✉)❡❞ ❜✉)✐♥❡)) ❝②❝❧❡ ✢✉❝/✉❛/✐♦♥) ✭▼✐❧❛♥✐✱ ✷✵✶✶✮✱ /✉%♥✐♥❣

♦✉/ /♦ ❜❡ )❡❧❢✲❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ♣%♦♣❤❡❝✐❡)✳

❚❤❡ ❈❙■ ✐) ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ )✐♠♣❧❡)/ ✐♥❢❡❝/✐♦♥ ♠♦❞❡❧)✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡) ♥♦/ /❛❦❡ ✐♥/♦ ❝♦♥)✐❞❡%❛✲

/✐♦♥✱ ❢♦% ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥/❡%❛❝/✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥/)✳

✶✶

❊✈❡♥ ✐❢ /❤❡ ✜/ ♦❢ /❤❡ ❈❙■ ♠♦❞❡❧ ✐) E✉✐/❡

❣♦♦❞✱ %✐❝❤❡% ♠♦❞❡❧) ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❡✈❡♥ ♠♦%❡ ♣%❡❝✐)❡❧② /❤❡ ❞❛/❛ ❛♥❞ /❤❡ ✉♥❞❡%❧②✐♥❣ ❡①♣❡❝✲

/❛/✐♦♥ ❢♦%♠❛/✐♦♥ ♣%♦❝❡))✳ ❋♦% ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❤❡ %❡)✉❧/) ♦❢ ❈❤❛♣/❡% ✶✱ ❛♥ ❛❣❡♥/✲❜❛)❡❞

♠♦❞❡❧ ♠❛② ❢❡❛/✉%❡ ♥♦♥✲❝♦♥)/❛♥/ ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉)❧② ❞❡✜♥❡❞ ♣❛%❛♠❡/❡%) ✐♥ /❤❡ ❞✐✛❡%❡♥/

♣❡%✐♦❞)✳ ❖% ✐/ ❝♦✉❧❞ ❞❡✈✐❛/❡ ❢%♦♠ /❤❡ ✉♥✐E✉❡✲❝♦♠♠♦♥✲)♦✉%❝❡ ❛))✉♠♣/✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦%

♠✉❧/✐♣❧❡ )♦✉%❝❡) ♦❢ ✐♥❢♦%♠❛/✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✧❢❛❦❡ ♥❡✇)✧✮ ❛♥❞ ❢♦% ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧)✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐/ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥/❡%❡)/✐♥❣ /♦ ♠♦❞❡❧ /❤❡ ♥❡/✇♦%❦ ♦❢ /❤❡ ❞✐✛❡%❡♥/ ❛❣❡♥/) ❛)

❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡✐% ❝❤❛%❛❝/❡%✐)/✐❝)✿ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧) ❛%❡ ♠♦%❡ ❧✐❦❡❧② /♦ ✐♥/❡%❛❝/ ✇✐/❤ /❤❡✐% ♣❡❡%)

/❤❛♥ ✇✐/❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧) ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ /♦ ❞✐✛❡%❡♥/ )♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❛❣❡ ❝❧❛))❡)✳

▼♦%❡♦✈❡%✱ /❤❡ ♠❡/❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣/❡% ✶ ❛♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣/❡% ✷ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣/❡❞

/♦ )/✉❞② ❡①♣❡❝/❛/✐♦♥) ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥/ ❛❧)♦ ❢♦% ♠♦%❡ )♦♣❤✐)/✐❝❛/❡❞ ♠❛❝%♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦% ✜♥❛♥❝✐❛❧

✐♥❞✐❝❛/♦%)✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐) /❤❡ ❧♦♥❣✲/❡%♠ ✐♥/❡%❡)/ %❛/❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞%✐✈❡) ✐♠♣♦%/❛♥/ ❤♦✉)❡❤♦❧❞

✐♥✈❡)/♠❡♥/ ❞❡❝✐)✐♦♥)✱ ❧✐❦❡ ❤♦✉)✐♥❣ ❡①♣❡♥❞✐/✉%❡ ♦% ❝❤♦✐❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ ✜①❡❞ %❛/❡ ❛♥❞ ✈❛%✐❛❜❧❡

%❛/❡ ♠♦%/❣❛❣❡)✳ ■/ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡%② ✐♥/❡%❡)/✐♥❣ /♦ ❛))❡)) ✐❢ /❤❡ ❤❡/❡%♦❣❡♥❡✐/② ♦❢ ❝♦♥)✉♠❡%)

❡①♣❡❝/❛/✐♦♥) ♣%♦❝❡))✱ ❛) ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ ❡❞✉❝❛/✐♦♥✱ ✐♥❝%❡❛)❡) ✐♥ /❤❡ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ )♦♣❤✐)/✐❝❛/✐♦♥

♦❢ /❤❡ ✐♥❞✐❝❛/♦% ❝♦♥)✐❞❡%❡❞✳

✶✶

❈❛""♦❧❧ ✭✷✵✵✻✮ ♣"♦♣♦+❡+ ❛♥ ❛❣❡♥/✲❜❛+❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐/❤ ❛ ❢"❛❝/✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧+ ✇❤✐❝❤ ❛"❡ ❛❧✇❛②+ ✐♥✲

❢♦"♠❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧ /❤❡ ♦/❤❡"+ ❧❡❛"♥ ❢"♦♠ /❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉" ✇✐/❤ /❤❡ ♠♦"❡ "❡❝❡♥/ ✐♥❢♦"♠❛/✐♦♥✳ ❍❡ ❛❧+♦ ♣"♦♣♦+❡+

❛♥♦/❤❡" ✈❛"✐❛♥/ ♦❢ /❤❡ ❝♦♠♠♦♥✲+♦✉"❝❡✲✐♥❢❡❝/✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡"✐♦❞ ❛ ❢"❛❝/✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥/+ ❛❜+♦"❜ /❤❡

✐♥❢♦"♠❛/✐♦♥ ❢"♦♠ /❤❡ ❝♦♠♠♦♥ +♦✉"❝❡✱ ❛♥❞ ❛ ❢"❛❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ "❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡+ ✐♥/❡"❛❝/ ✇✐/❤ ❛ "❛♥❞♦♠❧②

❝❤♦+❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ +❤❛"❡ /❤❡✐" ✐♥❢♦"♠❛/✐♦♥✱ ✐✳❡✳ /❤❡ ❧❡++ ✐♥❢♦"♠❡❞ ♦❢ /❤❡ /✇♦ ❛❝?✉✐"❡ /❤❡ ✐♥❢♦"♠❛/✐♦♥

♦❢ /❤❡ ♠♦"❡ ✐♥❢♦"♠❡❞ ♦❢ /❤❡ /✇♦✳
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥+,

■ #❤❛♥❦ ❢♦* ✉,❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥#, ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐,❝✉,,✐♦♥ ▼✐❝❤❡❧❡ ❇❡*♥❛,❝♦♥✐✱ ❊♥*✐❝❛ ❈*♦❞❛✱

9✐❡#*♦ ❉✐♥❞♦✱ ❈✐♥③✐❛ ❉✐ ◆♦✈✐✱ ❘♦❜❡*#♦ ●♦❧✐♥❡❧❧✐✱ ❋*✐❡❞❡*✐❦❡ ❲❛❧❧✱ ❋*❛♥❝❡,❝❛ ❩❛♥#♦♠✐♦ ❛♥❞

#❤❡ ♣❛*#✐❝✐♣❛♥#, #♦ #❤❡ ✑❘❖❉❊❖✑ ,❡♠✐♥❛* ❤❡❧❞ ❛# #❤❡ ❈❛✬ ❋♦,❝❛*✐ ❯♥✐✈❡*,✐#② ♦❢ ❱❡♥✐❝❡

✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✱ #❤❡ 39th ❆▼❆❙❊❙ ▼❡❡#✐♥❣ ❤❡❧❞ ❛# 9❛❞✉❛ ❯♥✐✈❡*,✐#② ✐♥ ❙❡♣#❡♠❜❡* ✷✵✶✺✱

❛♥❞ ❏♦✐♥# 9❤❉ ❲♦*❦,❤♦♣ ❊❝♦♥♦♠✐❝,✫▼❛♥❛❣❡♠❡♥# ❤❡❧❞ ❛# #❤❡ ❈❛✬ ❋♦,❝❛*✐ ❯♥✐✈❡*,✐#②

♦❢ ❱❡♥✐❝❡ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✻✳ ■♥ ♣❛*#✐❝✉❧❛*✱ ■ ❛♠ ❤✐❣❤❧② ✐♥❞❡❜#❡❞ #♦ ❈❤*✐,#♦♣❤❡* ❈❛**♦❧❧ ❢♦*

❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥#, ❛♥❞ ❞✐,❝✉,,✐♦♥✱ ❛♥❞ #♦ #❤❡ ❏♦❤♥, ❍♦♣❦✐♥, ❯♥✐✈❡*,✐#② ❛♥❞ #❤❡ ❈♦♥,✉♠❡*

9*♦#❡❝#✐♦♥ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❇✉*❡❛✉ ❢♦* ❤❛✈✐♥❣ ❤♦,#❡❞ ♠❡ ❞✉*✐♥❣ ,♦♠❡ ✈✐,✐#✐♥❣ ♣❡*✐♦❞✳ ▲❛,# ❜✉#

♥♦# #❤❡ ❧❡❛,#✱ ■ #❤❛♥❦ ❊❧❡♥❛ ❇❛,,♦❧✐ ❢♦* ♣*♦♦❢*❡❛❞✐♥❣✳



❆♣♣❡♥❞✐①

✷✳❆ ◆✉♠❜❡( ♦❢ ❛❣❡♥./

■!"❛"  ❡♣♦ $% $♦ ✐♥$❡ ✈✐❡✇ ✷✵✵✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% ♣❡ ♠♦♥$❤✱ $❤❛$ ✐% ✻✵✵✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧% ♣❡ 4✉❛ $❡ ✳

●✐✈❡♥ $❤❛$ ❛❜♦✉$

1
2

♦❢ $❤❡ ■$❛❧✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣% $♦ $❤❡ ▲❚❍❙ ❣ ♦✉♣✱ ❛❜♦✉$

1
3

$♦ $❤❡

❍❙ ❣ ♦✉♣ ❛♥❞ ❛❜♦✉$

1
6

$♦ $❤❡ ❈♦❧❧❡❣❡ ❣ ♦✉♣✱ ■ %✐♠✉❧❛$❡ ✇✐$❤ ✸✵✵✵ ❛❣❡♥$% ♣❡ 4✉❛ $❡ ❢♦ 

▲❚❍❙✱ ✷✵✵✵ ❢♦ ❍❙ ❛♥❞ ✶✵✵✵ ❢♦ ❈♦❧❧❡❣❡✳ ▼♦ ❡♦✈❡ ✱ ✐♥ ❋✐❣✉ ❡ ✷✳❆✳✶ ■ $♦ ♣❧♦$ $❤❡ ❣❡♥❡ ❛❧

❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡①✱ $❤❛$ ✐% $❤❡ ♦♥❡ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛❧❧ $❤❡ ✻✵✵✵ ✐♥$❡ ✈✐❡✇%✱ ❛♥❞ $❤❡ ✇❡✐❣❤$❡❞ %✉♠ ♦❢

$❤❡ $❤ ❡❡ ❜❛❧❛♥❝❡% ❞✐%❛❣❣ ❡❣❛$❡❞ ❜② ❡❞✉❝❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ $✇♦ ❛ ❡ ❛❧♠♦%$ ♥♦$ ❞✐%$✐♥❣✉✐%❤❛❜❧❡✱

♠❡❛♥✐♥❣ $❤❛$ $❤❡ ✉%❡❞ ♣ ♦♣♦ $✐♦♥%

1
2
✱

1
3

❛♥❞

1
6

❛ ❡ ❛  ❡❛%♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣ ♦①✐♠❛$✐♦♥✳

❋✐❣✉ ❡ ✷✳❆✳✶✿ ❍♦✉%❡❤♦❧❞% ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥$ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥% ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮

✽✶
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✷✳❇ ❆❧%❡'♥❛%✐✈❡ ✈❛❧✉❡- ♦❢ β ❛♥❞ γ

β ❛♥❞ γ ❛%❡ ❝❛❧✐❜%❛+❡❞ ♦✉+.✐❞❡ +❤❡ .✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♣%♦❝❡❞✉%❡✱ ❡①♣❧♦✐+✐♥❣ +❤❡ %❡.✉❧+. ❢%♦♠ ❈❤❛♣✲

+❡% ✶✳ ■♥ +❤❡ ♣%❡.❡♥+ .❡♥.✐+✐✈✐+② ❛♥❛❧②.✐.✱ ■ ❡①♣❧♦%❡ ✐❢ +❤❡ ✐♥+❡%♣%❡+❛+✐♦♥ ♦❢ %❡.✉❧+. ✭λ ✐♥✲

❝%❡❛.✐♥❣ ❛♥❞ µ ❞❡❝%❡❛.✐♥❣ ✐♥ ❡❞✉❝❛+✐♦♥✮ ✐. ❛✛❡❝+❡❞ ❜② +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉. ♦♥❡.✳

β = {0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 1} ❛♥❞ γ = {0.2, 0.4, 0.6}✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳❇✳✶ %❡♣♦%+. +❤❡ ❡.+✐♠❛+❡❞ ✈❛❧✲

✉❡. ♦❢ λedu ❛♥❞ µedu ❢♦% ❡❛❝❤ ♦❢ +❤❡ ✶✺ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥. ♦❢ β ❛♥❞ γ✳ λ ✐. .+✐❧❧ ✐♥❝%❡❛.✐♥❣ ❛♥❞ µ
.+✐❧❧ ❞❡❝%❡❛.✐♥❣ ✐♥ ❡❞✉❝❛+✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣+✐♦♥ ✐. +❤❡ .❝❡♥❛%✐♦ ✇✐+❤ β = 1 ❛♥❞ γ = 0.2✿
✐♥ +❤✐. .❝❡♥❛%✐♦✱ +❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥+❡%✈❛❧. ❢♦% µHS ❛♥❞ µCollege ♦✈❡%❧❛♣✳

❚❛❜❧❡ ✷✳❇✳✶✿ ❙❡♥.✐+✐✈✐+② ❛♥❛❧②.✐. ✇✐+❤ ❛❧+❡%♥❛+✐✈❡ ✈❛❧✉❡. ♦❢ β ❛♥❞ γ ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮

α µ

β γ ▲❚❍❙ ❍❙ ❈♦❧❧❡❣❡ ▲❚❍❙ ❍❙ ❈♦❧❧❡❣❡

✵✳✽

✵✳✷

✵✳✵✹✽✺

✭✵✳✵✹✻✾✲✵✳✵✺✵✶✮

✵✳✵✺✻✺

✭✵✳✵✺✹✺✲✵✳✵✺✽✺✮

✵✳✵✻✻✸

✭✵✳✵✻✸✸✲✵✳✵✻✾✸✮

✵✳✸✶✷✶

✭✵✳✸✵✾✶✲✵✳✸✶✺✷✮

✵✳✷✼✸✽

✭✵✳✷✻✾✻✲✵✳✷✼✽✵✮

✵✳✷✺✺✽
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♣-❡%❡♥& ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❛❝&✉❛❧❧② ♠✐♠✐❝❦ -❡❛❧✐&②✱ ✇✐&❤ ❤♦✉%❡❤♦❧❞% ✇❤✐❝❤ ✉♣❞❛&❡ ♦♥ ❛✈❡-❛❣❡

❡✈❡-② ❡❧❡✈❡♥ ♦- &✇❡❧✈❡ F✉❛-&❡-% &❤❡✐- ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥ ❜② ♠❛❦✐♥❣ -❡❢❡-❡♥❝❡ &♦ ✐♥%&✐&✉&✐♦♥❛❧

❢♦-❡❝❛%&%✱ ❛♥❞ ✐♥ &❤❡ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ &❤❡② ✧❣✉❡%%✧ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❤❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥& ❝❤❛♥❣❡

❣✐✈❡♥ &❤❡ ♦❧❞ ✐♥❢♦-♠❛&✐♦♥ &❤❡② ❛-❡ ❛✇❛-❡ ♦❢✳

❚❛❜❧❡ ✷✳❈✳✶✿ ❙✉♠♠❛-② %&❛&✐%&✐❝% ✲ ❈♦--❡❧❛&✐♦♥% ♦❢ %✐♠✉❧❛&❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡% ✉%✐♥❣ ✽✵ ❜❛&❝❤❡% ♦❢

✧-❛♥❞♦♠✧ ♣-♦❢❡%%✐♦♥❛❧ ❢♦-❡❝❛%&% ✇✐&❤ ▲❚❍❙ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮

▼✐♥ ✶%& ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸-❞ ◗✉ ▼❛①

❈♦--❡❧❛&✐♦♥ ✲✵✳✻✼ ✲✵✳✸✷ ✵✳✵✾ ✵✳✵✵ ✵✳✷✽ ✵✳✺✺

❋✐❣✉-❡ ✷✳❈✳✶✿ ❍✐%&♦❣-❛♠ ♦❢ ❝♦--❡❧❛&✐♦♥% ♦❢ %✐♠✉❧❛&❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡% ✉%✐♥❣ ✽✵ ❜❛&❝❤❡% ♦❢ ✧-❛♥✲

❞♦♠✧ ♣-♦❢❡%%✐♦♥❛❧ ❢♦-❡❝❛%&% ✇✐&❤ ▲❚❍❙ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✭✶✾✾✺◗✶✲✷✵✶✼◗✷✮
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❈❤❛♣$❡& ✸

❆ &❡♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ /✐♥❞②❝❦✬4 ✇✐❧❧✐♥❣♥❡44

$♦ ♣❛②✿

♦♥ $❤❡ 4❛❝&✐✜❝❡ ♥❡❡❞❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ &❡4✉❧$4

▲✉❝❛ ●❡&♦((♦

∗
)❛♦❧♦ )❡❧❧✐③③❛&✐

‡

❆❜"#$❛❝#

❲❡ ♣&❡/❡♥( ❛ &❡♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❛ &♦❜✉/(♥❡// ❝❤❡❝❦✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜♦(❤ ♥❡✇ ❞❛(❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧

❡①(❡♥/✐♦♥/✱ ♦❢ ✏❯♥❝❡&(❛✐♥ ♦✉(❝♦♠❡/ ❛♥❞ ❝❧✐♠❛(❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦❧✐❝②✑✱ ❘✳ )✐♥❞②❝❦✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢

❊♥✈✐#♦♥♠❡♥-❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥-✱ ✷✵✶✷✳ ❆/ ❢❛& ❛/ &❡♣❧✐❝❛(✐♦♥ ✐/ ❝♦♥❝❡&♥❡❞✱ ✇❡

❛&❡ ❛❜❧❡ (♦ &❡♣&♦❞✉❝❡ (❤❡ &❡/✉❧(/ ♣&♦✈✐❞❡❞ ✐♥ )✐♥❞②❝❦✬/ ✇♦&❦ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛/❡/ ❛♥❞ ❝♦♥✈✐♥❝✲

✐♥❣❧② ❝♦♥✜&♠ (❤❡ I✉❛❧✐(② ♦❢ (❤❡ ✇♦&❦✳ ❙♦♠❡ ❞✐/❝&❡♣❛♥❝✐❡/ ❛&❡ ♣&❡/❡♥(✱ (❤❡② ❛&❡ ❞✉❡ (♦

&♦✉♥❞✐♥❣ ♦& &❡❧❛(❡❞ (♦ /♣❡❝✐✜❝ /❡(/ ♦❢ ♣❛&❛♠❡(&✐❝ ✈❛❧✉❡/ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦( ❝❤❛♥❣❡ (❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥(❡&♣&❡(❛(✐♦♥ ♦& /✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ &❡/✉❧(/✳ ❚❤❡ &❡✲❡/(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐(❤ ♠♦&❡

&❡❝❡♥( ❞❛(❛ ♦♥ ❝❧✐♠❛(❡ ❝❤❛♥❣❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✷✵✶✹ /❤♦✇/ (❤❛( (❡♠♣❡&❛(✉&❡ ✐♥❝&❡♠❡♥(/

❛&❡ ♥♦✇ ❞❡❡♠❡❞ (♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡& ✐♥ ♠❡❛♥ ❜✉( ❧❡// ❞✐/♣❡&/❡❞✳ ❆/ ❛ ❝♦♥/❡I✉❡♥❝❡✱ (❤❡ ✇✐❧❧✲

✐♥❣♥❡// (♦ ♣❛② ❞♦❡/♥✬( ✈❛&② ♠✉❝❤ ✇✐(❤ &❡/♣❡❝( (♦ (❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡&✳ ❲❡ ❛❧/♦ ♠♦❞✐❢②

(❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥❛❧ ❢♦&♠ ❞❡/❝&✐❜✐♥❣ (❤❡ ✐♠♣❛❝( ♦❢ (❡♠♣❡&❛(✉&❡ ✐♥❝&❡❛/❡ ♦♥ (❤❡ ❣&♦✇(❤ &❛(❡ ♦❢

❝♦♥/✉♠♣(✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜(❛✐♥ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡& ❛♥❞ ♣♦(❡♥(✐❛❧❧② ♣&♦❜❧❡♠❛(✐❝ ✐♥❝&❡♠❡♥(/ ♦❢ (❤❡

✇✐❧❧✐♥❣♥❡// (♦ ♣❛②✱ ♦& ❞❡/❝&✐❜✐♥❣ (❤❡ ♣❛((❡&♥ ♦❢ (❡♠♣❡&❛(✉&❡ ✐♥❝&❡❛/❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡( ❛ ♠♦❞❡/(

✐♥❝&❡♠❡♥( ✐♥ (❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡//✲(♦✲♣❛②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ (❤❡ ♣❛♣❡& ❞❡♠♦♥/(&❛(❡/ (❤❛( (❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧(/ ❛&❡ /❡♥/✐(✐✈❡ (♦ ❛ ✈❛&✐❡(②

♦❢ (❡❝❤♥✐❝❛❧ /❡((✐♥❣/ ✉/❡❞ ✐♥ (❤❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥/ ❛♥❞ /✉❣❣❡/(/ (❤❛( ❣&❡❛( ❝❛&❡ ✐/ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥

♦❜(❛✐♥✐♥❣ ❡/(✐♠❛(❡/ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ &❡/✉❧(/ ✐♥ ♣♦❧✐❝② ❞✐/❝✉//✐♦♥/✳

❑❡②✇♦%❞'✿ ❘❡♣❧✐❝❛(✐♦♥✱ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥(❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ ❝❧✐♠❛(❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝(✱ ✇✐❧❧✲

✐♥❣♥❡// (♦ ♣❛②✳

❏❊▲ ❝♦❞❡'✿ ❉✽✶✱ ◗✺✶✱ ❖✹✹✳

∗
❉❡♣❛$%♠❡♥% ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝-✱ ❈❛✬ ❋♦-❝❛$✐ ❯♥✐✈❡$-✐%②✱ ✸✵✶✷✶✱ ❱❡♥✐❝❡✱ ■%❛❧② ❧✉❝❛✳❣❡$♦%%♦❅✉♥✐✈❡✳✐%

‡
❉❡♣❛$%♠❡♥% ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝-✱ ❈❛✬ ❋♦-❝❛$✐ ❯♥✐✈❡$-✐%②✱ ✸✵✶✷✶✱ ❱❡♥✐❝❡✱ ■%❛❧② ♣❛♦❧♦♣❅✉♥✐✈❡✳✐%

✽✺
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✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤✐% ♣❛♣❡) ♣)❡%❡♥+% ❛ )❡♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❛ )♦❜✉%+♥❡%% ❝❤❡❝❦ ♦❢ +❤❡ ✇♦)❦ ✏❯♥❝❡)+❛✐♥ ♦✉+❝♦♠❡%

❛♥❞ ❝❧✐♠❛+❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦❧✐❝②✑ ❜② ❘✳ =✐♥❞②❝❦✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊♥✈✐#♦♥♠❡♥-❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ❛♥❞

▼❛♥❛❣❡♠❡♥- ✭=✐♥❞②❝❦✱ ✷✵✶✷✮✱ =✶✷ ❤❡)❡❛❢+❡)✳ =✐♥❞②❝❦ ✐♥❝♦)♣♦)❛+❡% +❤❡ ❞✐%+)✐❜✉+✐♦♥ ❢♦)

+❤❡ ✭✉♥❝❡)+❛✐♥✮ +❡♠♣❡)❛+✉)❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ +❤❡ ❞✐%+)✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✭✉♥❝❡)+❛✐♥✮ ✐♠♣❛❝+ ♦❢ +❤✐%

❝❤❛♥❣❡ ♦♥ +❤❡ ❣)♦✇+❤ ♦❢ ❝♦♥%✉♠♣+✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉+❡% +❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡%% +♦ ♣❛② ✭❲❚=✮✱ ✐✳❡✳✱

✏+❤❡ ❢)❛❝+✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥%✉♠♣+✐♦♥ ❬✳ ✳ ✳ ❪ +❤❛+ %♦❝✐❡+② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ +♦ %❛❝)✐✜❝❡✱ ♥♦✇ ❛♥❞

+❤)♦✉❣❤♦✉+ +❤❡ ❢✉+✉)❡✱ +♦ ❡♥%✉)❡ +❤❛+ ❛♥② ✐♥❝)❡❛%❡ ✐♥ +❡♠♣❡)❛+✉)❡ ❛+ ❛ %♣❡❝✐✜❝ ❤♦)✐③♦♥ H
✐% ❧✐♠✐+❡❞ +♦ τ ✑✳ ❚❤❡%❡ ❢)❛❝+✐♦♥% ❛)❡ +②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❧♦✇ ✷✪ ❛♥❞ ✐+ ✐% %+❛+❡❞ ✐♥ =✶✷ +❤❛+ +❤✐%

✐% ❝♦♥%✐%+❡♥+ ✇✐+❤ +❤❡ ❛❞♦♣+✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡)❛+❡ ❛❜❛+❡♠❡♥+ ♣♦❧✐❝②✳

=✶✷ ✐% ❛ %♦✉♥❞ ♣❛♣❡) +❛❝❦❧✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧+ K✉❡%+✐♦♥% ✇✐+❤ ❝)②%+❛❧❧✐♥❡ +❤✐♥❦✐♥❣ ❛♥❞ +❡)%❡

♣)♦%❡✳ ❚❤❡ ✇♦)❦ ✇❛% ❝✐+❡❞ ♦❢+❡♥ ✭✸✶ +✐♠❡% ♦♥ ❙❝♦♣✉% ❛♥❞ ✶✶✸ ♦♥ ●♦♦❣❧❡ %❝❤♦❧❛)

✶

✮ ✐♥

❛ )❡❧❛+✐✈❡❧② %❤♦)+ ❧✐❢❡%♣❛♥✳ ❆%%✉♠♣+✐♦♥% ❛♥❞ ♠❡+❤♦❞% ❛)❡ ❝❧❡❛)❧② %♣❡❧❧❡❞ ♦✉+✱ ❛% ✐♥❞❡❡❞

♣)♦✈❡♥ ❜② +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ ♠♦%+ ♦❢ +❤❡ ♣❛♣❡) ❝♦✉❧❞ ❜❡ )❡♣)♦❞✉❝❡❞ ✇✐+❤ ♥♦ ❛❝❝❡%% +♦ +❤❡

♦)✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ♦) ✜❧❡%✳ ▼♦%+ ♦❢ ✐♠♣♦)+❛♥+ ❛)❣✉♠❡♥+% ❛)❡ ❝)✉❝✐❛❧❧② ❜❛%❡❞ ♦♥ ✜❣✉)❡% ♥✉✲

♠❡)✐❝❛❧❧② )❡%✉❧+✐♥❣ ❢)♦♠ +❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❞❛+❛ ❛♥❞ ❡%+✐♠❛+❡% ❛)❡ ❜❛%❡❞ ♦♥ ■4❈❈ ❋♦✉)+❤

❆%%❡%%♠❡♥+ ✭■=❈❈✱ ✷✵✵✼❝✱❛✱❜✮✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ +❤❡ )❡%✉❧+% ✐♥ =✶✷ ❛)❡ ✐♠♣♦)+❛♥+ ❛♥❞ ✐♥%✐❣❤+✲

❢✉❧ ❛♥❞ %✉♠♠❛)✐③❡ ✐♥ ❛ ❝❧❡✈❡) ✇❛② ❛ ✈❛%+ ❛♠♦✉♥+ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❝❧✐♠❛+❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡

❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥% ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ +❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛)❡ +❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞✱ ❜❛%✐❝❛❧❧②✱ )❡K✉✐)❡ +♦

❡✈❛❧✉❛+❡ ♠❛♥② ✸✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲+)✐✈✐❛❧ ✐♥+❡❣)❛❧% ✭♦✈❡) ❛ ❧♦♥❣ %♣❛♥ ♦❢ +✐♠❡✱ ♦✈❡) ❛♥ ❡%+✐✲

♠❛+❡❞ ❞✐%+)✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ +❡♠♣❡)❛+✉)❡ ❝❤❛♥❣❡%✱ ♦✈❡) ❛♥ ❡%+✐♠❛+❡❞ ❞✐%+)✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❛❝+

❝♦❡✣❝✐❡♥+✮✳ ❖✉) )❡♣❧✐❝❛+✐♦♥ ✇❛% ♦❢+❡♥ ❢❛❝✐❧✐+❛+❡❞ ❜② +❤❡ ✇♦)❦✐♥❣ ♣❛♣❡) ✭=✐♥❞②❝❦ ✭✷✵✵✾✮✱

❤❡)❡❛❢+❡) =✵✾✮ ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ❞❡❡♠✱ ✇❛% ❛ ❞❡+❛✐❧❡❞ ♣)❡♣❛)❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥+)✐❜✉+✐♦♥% +❤❛+ ✇❡)❡

❧❛+❡) %+)❡❛♠❧✐♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐%+✐❧❧❡❞ ✐♥ =✶✷✳ ❚❤❡ ♣♦%%✐❜✐❧✐+② +♦ )❡❛❞ +✇♦ ✏✈❡)%✐♦♥%✑ ♦❢ +❤❡ %❛♠❡

✇♦)❦ ❛♥❞ ❛❝❝❡%%✱ ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛❧+❡)♥❛+✐✈❡ ✇♦)❞✐♥❣ ♦❢ +❤❡ %❛♠❡ ♣)♦❝❡❞✉)❡% ♦) ❞❡%❝)✐♣+✐♦♥%

✐% ❛ ❢♦)+✉♥❛+❡ ❝✐)❝✉♠%+❛♥❝❡✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤♦♣❡ ♠♦)❡ %❝❤♦❧❛)% ✇✐❧❧ )♦✉+✐♥❡❧② ♣✉❜❧✐%❤ ✐♥ +❤❡ ❢✉✲

+✉)❡ ❛❧❧ +❤❡ ❞)❛❢+% ♦❢ +❤❡ ♣❛♣❡)% +❤❛+ ✉❧+✐♠❛+❡❧② )❡%✉❧+ ✐♥ ❛ ✏❞❡✜♥✐+✐✈❡✑ ♣✉❜❧✐❝❛+✐♦♥ ♦♥ ❛

❥♦✉)♥❛❧✳ ❚❤❡ ❡①❛♠✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧+✐♣❧❡ ✐♥+❡))❡❧❛+❡❞ %+❛❣❡% ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ❛ %❝✐❡♥+✐✜❝

)❡%❡❛)❝❤ ❝❛♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛+❡ +❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛%%❛❣❡%✱ ❛% ✇❡❧❧ ❛% ❝❧❛)✐❢② +❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛+❤ ❧✐♥❦✐♥❣ +❤❡

♦)✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛% +♦ +❤❡ ✜♥❛❧ ✉♣%❤♦+✳

❘❡♣❧✐❝❛+✐♦♥ ✐% ♦❢ ♣❛)❛♠♦✉♥+ ✐♠♣♦)+❛♥❝❡ ✐♥ %❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐❡% ❛+ +❤❡ ✈❡)② ❤❡❛)+ ♦❢ ✇❤❛+

❞✐✛❡)❡♥+✐❛+❡% %❝✐❡♥❝❡ ❢)♦♠ ❝❤❡❛♣ +❛❧❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲%❝✐❡♥+✐✜❝ ❛)❣✉♠❡♥+%✳ ❚❤❡)❡ ✐% ❛♥ ✐♥❝)❡❛%✐♥❣

❛✇❛)❡♥❡%% ♦❢ +❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦) ♠♦)❡ )❡♣❧✐❝❛+✐♦♥ %+✉❞✐❡% ✐♥ %♦❝✐❛❧ %❝✐❡♥❝❡% ✭❉✉✈❡♥❞❛❝❦ ❡+ ❛❧✳✱

✷✵✶✺✮ ❛♥❞ +♦♦ ♠❛♥② %❝❤♦❧❛)% %❛❞❧② ❛❞♠✐+ +❤❛+ ❤❛✈❡ ❛++❡♠♣+❡❞ ✇✐+❤ ❢❛❧+❡)✐♥❣ ♦) ♥♦ %✉❝❝❡%%

+♦ )❡♣)♦❞✉❝❡ ♦+❤❡)%✬ ✇♦)❦ ✭❇❛❦❡)✱ ✷✵✶✻✮✳ ❘❡♣❧✐❝❛+✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡) ❞❡✜♥❡❞✱ ✐% ✐♥ ♦✉) ♦♣✐♥✐♦♥

✈❡)② ✐♠♣♦)+❛♥+ ❢♦) ❛♥♦+❤❡) )❡❛%♦♥✿ ❜♦❧❞❧② ♣✉+✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ +❤❛+ )❡♣❧✐❝❛+✐♥❣ ❛ ♣❛♣❡) ✐%

+❤❡ ♦♥❧② ✇❛② +♦ ✭❢✉❧❧②✮ ✉♥❞❡)%+❛♥❞ ✐+✳ ❚❤✐% ♠❛② ❜❡ ❛❧%♦ +)✉❡ ❢♦) +❤❡♦)❡+✐❝❛❧ ✇♦)❦% ✭%❛②✱

)❡✇♦)❦✐♥❣ ❛❧❧ +❤❡ ♣)♦♦❢%✮ ❜✉+ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❞♦✉❜+ +❤❛+ +❤✐% ✐% ♥❡❡❞❡❞ +♦ ♠❛%+❡) ♥✉♠❡)✐❝❛❧✱

❡♠♣✐)✐❝❛❧ ♦) %✐♠✉❧❛+✐✈❡ ✇♦)❦✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥+ ♦❢ ❡✛♦)+ ♥❡❡❞❡❞ ✐% ♦❢+❡♥ ✐♥♦)❞✐♥❛+❡ ❜✉+✱ ❡✈❡♥

+❤♦✉❣❤ +❤❡ ✈❡)✐✜❝❛+✐♦♥ ✐% ♥❡✈❡) ♣✉❜❧✐%❤❡❞ ❛% ❛ %+❛♥❞❛❧♦♥❡ ♣❛♣❡)✱ +❤❡ )❡✇❛)❞% ❛)❡ ❤❡❢+②

❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ❛✉+❤♦)% ♦❢ +❤✐% ❛)+✐❝❧❡ ❥✉%+ ❜❡❧✐❡✈❡% +❤❛+ ♠♦%+✱ ✐❢ ♥♦+ ❡✈❡)②+❤✐♥❣✱ ♦❢ ✇❤❛+

❤❡ ❦♥♦✇% ❝♦♠❡% ❢)♦♠ +❤❡ ❤❛)❞ +✐♠❡% %♣❡♥+ ✐♥ %+)✉❣❣❧✐♥❣ ✇✐+❤ +❤❡ ❞❡+❛✐❧% ♦❢ ♣❛♣❡)% +♦ ❜❡

)❡♣❧✐❝❛+❡❞✳

❚❤❡ +❡)♠ ✧)❡♣❧✐❝❛+✐♦♥✧ ✐% ❛❝+✉❛❧❧② ✉%❡❞ ✐♥ +❤❡ ❧✐+❡)❛+✉)❡ +♦ )❡❢❡) +♦ ❞✐%+✐♥❝+ ♣)♦❝❡❞✉)❡%

✶

❚❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝✐,❛,✐♦♥. ✇❛. '❡❝♦'❞❡❞ ♦♥ ❖❝,♦❜❡' ✸✶✱ ✷✵✶✼✳
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❛♥❞ %❤❡(❡ ✐* ♥♦ ✇✐❞❡❧② ❛❣(❡❡❞ *%❛♥❞❛(❞ ♦♥ ✐%* ♣(❡❝✐*❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❈❧❡♠❡♥* ✭✷✵✶✼✮ ♣(❡*❡♥%* ❛♥

❡①❝❡❧❧❡♥% *✉(✈❡② ♦❢ (❡♣❧✐❝❛%✐♦♥* ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ (❡*❡❛(❝❤ ❛♥❞ ♣(♦♣♦*❡* ❛ ♠♦(❡ (✐❣✐❞ %❡(♠✐♥♦❧♦❣②

%♦ ❞✐*%✐♥❣✉✐*❤ (❡♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❝❛%❡❣♦(✐❡* ✭✈❡"✐✜❝❛'✐♦♥✱ "❡♣"♦❞✉❝'✐♦♥

✷

✱ "❡❛♥❛❧②/✐/✱ ❡①'❡♥/✐♦♥✮✳

❖♥ %❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ✈❡"✐✜❝❛'✐♦♥ ❤❛+ %❤❡ ❛✐♠ ♦❢ /❡♣/♦❞✉❝✐♥❣ %❤❡ /❡+✉❧%+ ♦❢ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡/

✉+✐♥❣ %❤❡ /❛♠❡ /♣❡❝✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ '❤❡ /❛♠❡ ❞❛'❛✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ❛ ✈❡/✐✜❝❛%✐♦♥

+❤♦✉❧❞ ♥♦% ♣/♦❞✉❝❡ ❞✐+❝/❡♣❛♥% /❡+✉❧%+ ✉♥❧❡++ %❤❡/❡ ❛/❡ ♣❧❛✐♥ ❡//♦/+ ♦/ ❢/❛✉❞ ✐♥ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧

✇♦/❦✳ ❖♥ %❤❡ ♦%❤❡/ ❤❛♥❞✱ "❡❛♥❛❧②/✐/ ❛♥❞ ❡①'❡♥/✐♦♥ ❛/❡ /♦❜✉+%♥❡++ ❝❤❡❝❦+ %♦ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧

✇♦/❦✱ ❤❛✈✐♥❣ %❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❡①♣❧♦/✐♥❣ %❤❡ +%❛❜✐❧✐%② ♦❢ /❡+✉❧%+ ♦❢ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ✇♦/❦ ✉+✐♥❣ ❞✐✛❡/❡♥%

❞❛%❛ ❛♥❞✴♦/ ❛❧%❡/♥❛%✐✈❡ ♠♦❞❡❧ +♣❡❝✐✜❝❛%✐♦♥+✳ ▼♦/❡ +♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ "❡❛♥❛❧②/✐/ ✉+❡+ %❤❡ +❛♠❡

❞❛%❛ ♦❢ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ✇♦/❦ ❜✉% ✇✐%❤ ❛ ❞✐✛❡/❡♥% ♠♦❞❡❧ +♣❡❝✐✜❝❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❡①'❡♥/✐♦♥ /✉♥+

%❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉+✐♥❣ ❞✐✛❡/❡♥% ❞❛%❛✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❢♦/ ❛ ✈❡/✐✜❝❛%✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❡❝% %❤❡ /❡+✉❧%+ %♦

❜❡ %❤❡ +❛♠❡ ♦❢ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ✇♦/❦✱ %❤❡/❡ ✐+ ♥♦ /❡❛+♦♥ %♦ ❡①♣❡❝% %❤❡ +❛♠❡ ❛❢%❡/ ❛♥ ❡①%❡♥+✐♦♥

♦/ ❛ /❡❛♥❛❧②+✐+✳ ❋♦/ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❝❧❛/✐%②✱ ✇❡✬❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡/ ✉+❡ %❤❡ ✇♦/❞ ✏/❡♣❧✐❝❛%✐♦♥✑ ✐♥ ✇❤❛%
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3❛♠❡ )✐♠❡✱ ❛3 ❡①)*❡♠❡ ❡✈❡♥)3 ❛*❡ ❧❡33 ❧✐❦❡❧②✱ 3♠❛❧❧❡* *✐3❦ )❡♥❞3 )♦ ❝✉*❜ )❤❡ ❲❚;✳ ❚❤❡
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"❤❡ ❢♦'♠✿

TH ∼ f(x) = f(x; r = rT , λ = λT , θ = θT ) =
λr

Γ(r)
(x− θ)r−1e−λ(x−θ), x ≥ θ,

✇❤❡'❡ θ ✐, "❤❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥" ♣❛'❛♠❡"❡' ❛♥❞ Γ(r) =
∫∞

0
sr−1 exp(−s)ds ✐, "❤❡ ●❛♠♠❛

❢✉♥❝"✐♦♥✳ ■❢ TH ✐, "❤❡ ✐♥❝'❡❛,❡ ✐♥ "❡♠♣❡'❛"✉'❡ ❛❢"❡' H ②❡❛',✱ "❤❡ ✐♥❝'❡❛,❡ ❛" "✐♠❡ t✱ Tt
❡✈♦❧✈❡, ❛❝❝♦'❞✐♥❣ "♦

Tt = 2TH [1− (1/2)t/H ], ✭✸✳✶✮

,♦ "❤❛"✱ ✐♥ ♣❛'"✐❝✉❧❛'✱ Tt → 2TH ❛, t→ ∞✳

❆, ❞♦♥❡ ✐♥ ♠❛♥② ,"✉❞✐❡, ♦❢ ❝❧✐♠❛"❡ ❝❤❛♥❣❡ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ "❡♠♣❡'❛"✉'❡ ✐♥❝'❡❛,❡ ✐, ❧✐♥❦❡❞

"♦ "❤❡ ●'♦,, ❉♦♠❡,"✐❝ C'♦❞✉❝" ✭●❉C✮ "❤'♦✉❣❤ "❤❡ ❧♦,, ❢✉♥❝"✐♦♥ L(T ) = exp(−βT 2)✳
❚❤❡ ●❉C ✭♦' ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥✮ ❛" H ✐, "❤❡♥ L(TH)GDPH ✱ ✇❤❡'❡ GDPH ✐, "❤❡ ✏✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❜❡❡♥✑ ●❉C ❛" t = H ✇✐"❤ ♥♦ ✇❛'♠✐♥❣✳ ❈❧❡❛'❧②✱ "❤❡ ❧♦,, ❛✛❡❝", "❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ●❉C ❜✉" ✐"

✐, ❛'❣✉❡❞ ✐♥ C✶✷ "❤❛" ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦'♣♦'❛"✐♥❣ ❡✛❡❝", ♦♥ "❤❡ ❣'♦✇"❤ '❛"❡ ♦❢ ●❉C ✐, ♠♦'❡

❛♣♣'♦♣'✐❛"❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛,,✉♠✐♥❣ "❤❛" ✐♥ "❤❡ ❛❜,❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛'♠✐♥❣ "❤❡ ●❉C ✇♦✉❧❞ ❣'♦✇ ❛"

❝♦♥,"❛♥" '❛"❡ g0 ❛♥❞ "❤❛" Tt ❞❡❝'❡❛,❡, "❤❡ ✐♥,"❛♥"❛♥❡♦✉, ❣'♦✇"❤ '❛"❡ "♦

gt = g0 − γTt, ✭✸✳✷✮

✇❡ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ♣❛"❤ ♦❢ "❤❡ ❣'♦✇"❤ '❛"❡ ❛,

gt = g0 − 2γTH [1− (1/2)t/H ].

❍❡♥❝❡✱ ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥ ✭♦' ●❉C✮ Ct = C0 exp(
∫ t

0
g(s)ds) ✭✇✐"❤ ✇❛'♠✐♥❣✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉"❡❞

❛,

C0 exp

(
−

2γHTH
ln(1/2)

+ (g0 − 2γTH)t+
2γHTH
ln(1/2)

(1/2)t/H
)
, ✭✸✳✸✮

❢♦' ❛♥② t✳ ◆♦'♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥ C0 ❛" ✶ ❛♥❞ ❡M✉❛"✐♥❣ ✜♥❛❧ ❝♦♥,✉♠♣"✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ❛" H
✇✐"❤ ✇❤❛" ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✉,✐♥❣ ❛ ❧♦,, ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦♥ ❧❡✈❡❧,✱ ♦♥❡ ❣❡",

exp

(
−
2γHTH
ln(1/2)

+(g0−2γTH)H+
2γHTH
ln(1/2)

(1/2)H/H

)
= L(TH) exp(g0H) = exp(g0H−βT 2

H),

❛♥❞✱ ,✉❜,❡M✉❡♥"❧②✱ "❤❡ '❡❧❛"✐♦♥,❤✐♣ ❜❡"✇❡❡♥ β ❛♥❞ γ✿

γ = 1.79
βTH
H

. ✭✸✳✹✮

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐♥"❡❣'❛"❡❞ ❛,,❡,,♠❡♥" ♠♦❞❡❧, ✐♥ "❤❡ ❧✐"❡'❛"✉'❡ ♣'♦✈✐❞❡ ❡,"✐♠❛"❡, ♦❢ β✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡'"❡❞ ✐♥"♦ ✈❛❧✉❡, ❢♦' γ "❤❛" ❛'❡ ✜♥❛❧❧② ✉,❡❞ "♦ ✜" ❛ ❞✐,♣❧❛❝❡❞ ❣❛♠♠❛ ❞❡♥,✐"②

fγ(y) = fγ(y; rγ, λγ, θγ)✱ ❢♦' "❤❡ '❛♥❞♦♠ ✈❛'✐❛❜❧❡ γ ❛♣♣❡❛'✐♥❣ ✐♥ ✭✸✳✷✮✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ,♦❝✐❛❧ ✉"✐❧✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥

U(Ct) =
C1−η

t

1− η
,

✇❤❡'❡ η ✐, "❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ '❡❧❛"✐✈❡ '✐,❦ ❛✈❡',✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ,♦❝✐❡"②✳ ■" ✐, ❝♦♥✈❡♥✐❡♥" ✐♥ ✇❤❛" ❢♦❧❧♦✇,

"♦ ,❡" u(Ct) = C1−η
t ,♦ "❤❛" U(Ct) =

1
1−η

u(Ct)✳
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❢✉+✉2❡ ✕ *♦❝✐❡+② ✇♦✉❧❞ *❛❝2✐✜❝❡ +♦ ❡♥*✉2❡ +❤❛+ ❛♥ ✐♥❝2❡❛*❡ ✐♥ +❡♠♣❡2❛+✉2❡ ❛+ ❛ *♣❡❝✐✜❝

❤♦2✐③♦♥ H ✐* ❧✐♠✐+❡❞ +♦ ❛♥ ❛♠♦✉♥+ τ ✑✱ *❡❡ ♣✳ ✷✾✷ ✐♥ >✶✷✳ >✐♥❞②❝❦✬* ♣❛♣❡2 ❞♦❡* ♥♦+ ❞❡❛❧

✇✐+❤ +❤❡ ♣2❛❝+✐❝❛❧❧② *✐❣♥✐✜❝❛♥+ ♣2♦❜❧❡♠ +❤❛+ w∗(τ) ♠❛② ♥♦+ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ +♦ ❦❡❡♣ T ❜❡❧♦✇ τ
❜✉+ ❛**✉♠❡* +❤❛+ +❤❡ *♦❝✐❡+② ✐* ✇✐❧❧✐♥❣ +♦ *❛❝2✐✜❝❡ ✉♣ +♦ ❛ ❢2❛❝+✐♦♥ w∗(τ) ♦❢ ❝♦♥*✉♠♣+✐♦♥

+♦ +2✉♥❝❛+❡ +❤❡ ❞✐*+2✐❜✉+✐♦♥ f(T )✱ *♦ +❤❛+ T ≤ τ ✳ ▼♦2❡ ❢♦2♠❛❧❧②✱ ✐❢ ♥♦ ❛❝+✐♦♥ ✐* +❛❦❡♥

*♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛2❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡

W2 =

∫∫∫
U(C̃t)e

−δtf(x)fγ(y) dt dx dy

=
1

1− η

∫∫∫
u(C̃t)e

−δtf(x)fγ(y) dt dx dy

=
1

1− η
G∞, ✭✸✳✺✮

✇❤❡2❡ +❤❡ +✐❧❞❡ ❡♠♣❤❛*✐③❡* +❤❡ 2❛♥❞♦♠ ♥❛+✉2❡ ♦❢ +❤❡ H✉❛♥+✐+②✱ 0 ≤ t ≤ ∞✹

✱ +❤❡ ✉♥❝❡2+❛✐♥

+❡♠♣❡2❛+✉2❡ ✐♥❝2❡❛*❡ x *♣❛♥* +❤❡ ✐♥+❡2✈❛❧ θT ≤ x ≤ ∞ ❛♥❞ +❤❡ ✐♠♣❛❝+ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ γ ✐* ✐♥

θγ ≤ γ ≤ ∞✳

■❢ *♦❝✐❡+② *❛❝2✐✜❝❡* ❛ ❢2❛❝+✐♦♥ w∗(τ) ♦❢ ❝♦♥*✉♠♣+✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ +✇♦ ❡✛❡❝+* ✐♥ +❤❡ ❝♦♠♣✉✲

+❛+✐♦♥ ♦❢ *♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛2❡✿ ✜2*+❧②✱ ♦♥❧② +❤❡ 2❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛2+ ♦❢ ❝♦♥*✉♠♣+✐♦♥✱ C ′
t = (1−w(τ))Ct✱

✐* ✉*❡❞ ❛* ❛♥ ❛2❣✉♠❡♥+ ♦❢ +❤❡ ✉+✐❧✐+② ❢✉♥❝+✐♦♥❀ ❛♥❞✱ *❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥+❡❣2❛+✐♦♥ ✇✐+❤ 2❡*♣❡❝+ +♦

+❤❡ ✈❛2✐❛❜❧❡ x ✇✐❧❧ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ +♦ τ ❛♥❞ ❜❡ +❛❦❡♥ ✇✐+❤ 2❡*♣❡❝+ +♦ ❛ +2✉♥❝❛+❡❞ ❛♥❞ 2❡♥♦2✲

♠❛❧✐③❡❞ ❞❡♥*✐+② fτ (x)✱ ✇❤❡2❡ fτ (x) = 1x≤τf(x)/F (τ) ❛♥❞ +❤❡ ♥♦2♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥*+❛♥+ ✐*

F (τ) =

∫ τ

θT

f(x) dx.

❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ +❤❡ ✉♣♣❡2 +❤2❡*❤♦❧❞ τ ❢♦2 +❡♠♣❡2❛+✉2❡ ✐♥❝2❡❛*❡✱ *♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛2❡ ✭✉♥❞❡2 *❛❝2✐✲

✜❝❡✮ ✐*

W1(τ) =

∫∫∫
U(C̃ ′

t)e
−δtfτ (x)fγ(y) dt dx dy

=
(1− w(τ))1−η

1− η

∫∫∫
u(C̃t)e

−δtfτ (x)fγ(y) dt dx dy

=
(1− w(τ))1−η

1− η
Gτ , ✭✸✳✻✮

✇❤❡2❡ +❤❡ ✐♥+❡❣2❛+✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥* ❛2❡ 0 ≤ t ≤ ∞✱ θT ≤ x ≤ τ ❛♥❞ θγ ≤ γ ≤ ∞✱ 2❡*♣❡❝+✐✈❡❧②✱

❢♦2 +❤❡ ✈❛2✐❛❜❧❡* t, T ❛♥❞ γ✳
❚❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** +♦ ♣❛② w∗(τ) ✐* +❤❡♥ +❤❡ *♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❡H✉❛+✐♦♥ W2 = W1(τ)✳ ❯*✐♥❣

✭✸✳✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✻✮ ❲❚> ❝❛♥ ❜❡ ✇2✐++❡♥ ❛*

w∗(τ) = 1−

[
G∞

Gτ

] 1
1−η

. ✭✸✳✼✮

❖❜*❡2✈❡ +❤❛+ ✉❧+✐♠❛+❡❧② +❤❡ ❲❚> ❝❛♥ ❜❡ 2❡❛❞✐❧② ❝♦♠♣✉+❡❞ ♦♥❝❡ +❤❡ +✇♦ ✸✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧

✐♥+❡❣2❛❧* G∞ ❛♥❞ Gτ ❛2❡ ❡✈❛❧✉❛+❡❞✳ ■+ +✉2♥* ♦✉+ +❤❛+ +❤❡*❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥* ❛2❡ ❢❛2 ❢2♦♠

✹H ✐! "❤❡ ❢♦'❡❝❛!"✐♥❣ ❤♦'✐③♦♥✱ ❜✉" ❞❛♠❛❣❡! ❛'❡ ❡✈❛❧✉❛"❡❞ ❛❧!♦ ❜❡②♦♥❞ "❤❛" ♣❡'✐♦❞✳



✸✳✸✳ ❱❊❘■❋■❈❆❚■❖◆ ✾✶

"#✐✈✐❛❧ ✐♥ ❛ ✈❛#✐❡"② ♦❢ ♣❛#❛♠❡"❡#/✬ ❝♦♥/"❡❧❧❛"✐♦♥/ ❛♥❞ #❡3✉✐#❡ ❝♦♥/✐❞❡#❛❜❧❡ ❝❛#❡ "♦ ❜❡ ♣❡#✲

❢♦#♠❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✺✳✷ ♦❢ =✶✷ ❛ /✐♠♣❧❡ ❝❛/❡ ✐/ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ✉♥❝❡#"❛✐♥"②

✐/ ❛//✉♠❡❞ ♦♥ T ❛♥❞ γ✱ ✇❤✐❝❤ ❛#❡ #❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❦♥♦✇♥ TH ❛♥❞ ❜② "❤❡ ♠❡❛♥ γ ♦❢ ❞❡♥/✐"②

fγ ✭❞❡♥♦"❡❞ ❛/ g ✐♥ =✶✷✮✱ /❡❡ ❋✐❣✉#❡ ✹ ✐♥ =✶✷✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② /♣❡❛❦✐♥❣✱ "❤✐/ ♠❛❦❡/ "❤❡ ♣#❡✲

✈✐♦✉/ ✐♥"❡❣#❛❧/ ✶✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ❛♥❞✱ ♠♦#❡ ✐♠♣♦#"❛♥"❧②✱ #❡/✉❧"/ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥"#❛/"❡❞ ✇✐"❤ ♠♦#❡

❣❡♥❡#❛❧ /✐"✉❛"✐♦♥/ ✇❤❡#❡ ✉♥❝❡#"❛✐♥"② ♣❧❛②/ ❛ #♦❧❡✱ /♣#❡❛❞✐♥❣ "❤❡ /❡" ♦❢ ❢❡❛/✐❜❧❡ ♦✉"❝♦♠❡/

✐♥ ✇❛②/ ❞❡♣✐❝"❡❞ ❜② "❤❡ ❡/"✐♠❛"❡❞ ❞❡♥/✐"✐❡/ ❢♦# T ❛♥❞ γ✳

❖✉# ♣#❡/❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡#/ ❢#♦♠ "❤❡ ♦♥❡ ✐♥ =✶✷ ❛/ ✇❡ ❡♠♣❤❛/✐③❡ "❤❡ ❢❛❝"

"❤❛" #❡❧❡✈❛♥" 3✉❛♥"✐"✐❡/ ❛#❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ "❛❦✐♥❣ ✸✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ✐♥"❡❣#❛❧/ ✇❤❡#❡❛/ /❧✐❣❤"❧② ♠♦#❡

❛❜/"#❛❝" ♠❡❛♥ ♦♣❡#❛"♦#/ ❛#❡ ✉/❡❞ "♦ ❞❡/❝#✐❜❡ "❤❡ ✈❡#② /❛♠❡ ♦❜❥❡❝"/ ✐♥ =✐♥❞②❝❦✬/ ✇♦#❦✳

■♥❝✐❞❡♥"❛❧❧②✱ ✇❡ ❤♦♣❡ "❤❛" "✇♦ ❡3✉✐✈❛❧❡♥" ❞❡/❝#✐♣"✐♦♥/ ♠❛② ❜❡♥❡✜" ❞✐✛❡#❡♥" #❡❛❞❡#/ ♦#

❝❧❛#✐❢②✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ ❜♦"❤ ♥♦"❛"✐♦♥/ ❛♥❞ "❤❡✐# ♣#❡❝✐/❡ ♠❡❛♥✐♥❣/✳

❈♦♠✐♥❣ "♦ "❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝#❡"❡ ❝❧❛✐♠/ ♦❢ =✶✷✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐"✬/ ❢❛✐# "♦ /❛② "❤❛" "❤❡ ❛✉"❤♦#

✐♥"❡#♣#❡"/ ❤✐/ ♦✇♥ #❡/✉❧"/ ❛/ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛"✐♦♥ "❤❛" ✏♠♦❞❡#❛"❡ ❛❜❛"❡♠❡♥" ♣♦❧✐❝✐❡/✑ /❤♦✉❧❞ ❜❡

♣✉#/✉❡❞ ✐♥ "❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ "❤❡ ❧❛#❣❡ ✉♥❝❡#"❛✐♥"② /✉##♦✉♥❞✐♥❣ "❤❡ ❛♠♦✉♥" ♦❢ ❢✉"✉#❡ "❡♠♣❡#❛"✉#❡

✐♥❝#❡❛/❡ ❛♥❞ ✐"/ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♠♣❛❝"✳ ❚❤✐/ ❜#♦❛❞ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥ ✐/ /"❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❛❜/"#❛❝"✱ ✐♥ "❤❡

✐♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧/❡✇❤❡#❡ ✐♥ "❤❡ ♣❛♣❡#✳ ■♥ "❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ #❡♠❛#❦/✱ "❤❡ ❛#❣✉♠❡♥" "❛❦❡/ ❛♥

❛♥❛❧♦❣♦✉/ ✢❛✈♦✉#✿ ❛/❦✐♥❣ ✏✇❤❡"❤❡# ❛ /"#✐♥❣❡♥" ❬❛❜❛"❡♠❡♥"❪ ♣♦❧✐❝② ✐/ ♥❡❡❞❡❞ ♥♦✇✑✱ =✐♥❞②❝❦

/❛②/ #❡/✉❧"/ ✏❛#❡ ❝♦♥/✐/"❡♥" ✇✐"❤ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ /❧♦✇❧②✑✳ ❆ /✐♠✐❧❛# ❧❡//♦♥✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ❝❛♥ ❜❡

❞#❛✇♥ ❢#♦♠ "❤❡ /✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥"❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✺✳✷ ♦❢ =✶✷✿ ✐❢ "❤❡ "❡♠♣❡#❛"✉#❡

✐♥❝#❡❛/❡ ✐/ ❦♥♦✇♥ "♦ ❜❡ TH = 6◦❈ ✐♥ H = 100 ②❡❛#/ ✉♥❞❡# ❜✉/✐♥❡// ❛/ ✉/✉❛❧ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥

❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝"✱ "❤❡♥ "❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡// "♦ ♣❛② "♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ✇❛#♠✐♥❣✱ w∗(0)✱ ✐/ $%✐❧❧ ♦♥❧② ✷✳✷✪

✭✐"❛❧✐❝/ ❛#❡ ♦✉#/✮✳

❚❤❡/❡ ❝♦♥/✐❞❡#❛"✐♦♥/ /♣✉##❡❞ ✉/ "♦ ❛//❡// "❤❡ #♦❜✉/"♥❡// ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✉/✐♥❣ ♠♦#❡

#❡❝❡♥" ❞❛"❛ ✭❙❡❝"✐♦♥ ✸✳✹✮ ♦# ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❛#" ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ /♣❡❝✐✜❝❛"✐♦♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❡❝"✐♦♥

✸✳✺✮✱ ✐♥ ♦#❞❡# "♦ ❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❝❛♥ ❜❡ #❡"❛✐♥❡❞ ♦❢ "❤❡ ❣✐/" ♦❢ "❤❡ ♦#✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡# ✐♥

❞✐✛❡#❡♥" /❡"✉♣/✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐"❤ ❛ ✈❡#✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ ♠♦/" ♦❢ "❤❡

#❡/✉❧"/ ❝♦♥"❛✐♥❡❞ ✐♥ =✶✷✳

✸✳✸ ❱❡$✐✜❝❛)✐♦♥

✸✳✸✳✶ ❘

❆❧❧ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥/ ♦❢ "❤✐/ ♣❛♣❡# ❛#❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ "❤❡ ❘ ♣❧❛"❢♦#♠✱ ❘ ❈♦#❡ ❚❡❛♠

✭✷✵✶✺✮✳ ❘ ✐/ ❛ ❢#❡❡ /♦❢"✇❛#❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥" ❢♦# /"❛"✐/"✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉"✐♥❣ ❛♥❞ ❣#❛♣❤✐❝/✳ ❆♠♦♥❣

"❤❡ ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡/✱ ✇❡ ❝❤♦/❡ ❘ /✐♥❝❡ ✐" ✐/ ❢#❡❡✱ ✐" ✐/ ❡❛/② /❝#✐♣"❛❜❧❡ ❛♥❞✱ ❛♠♦♥❣ "❤❡ ♠❛♥②

❡①✐/"✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡/✱ "❤❡#❡ ✐/ ♦♥❡ ✭❝✉❜❛%✉&❡✱ ❏♦❤♥/♦♥ ❛♥❞ ◆❛#❛/✐♠❤❛♥ ✭✷✵✶✸✮✮ /♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ "♦ ❡✈❛❧✉❛"❡ ♠✉❧"✐♣❧❡✲❞✐♠❡♥/✐♦♥ ✐♥"❡❣#❛❧/✳

✺

✸✳✸✳✷ ❊%&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞✐%♣❧❛❝❡❞ ❣❛♠♠❛ ❞❡♥%✐&②

=✶✷ ❛//✉♠❡/ ❛ ❞✐/♣❧❛❝❡❞ ❣❛♠♠❛ ❞❡♥/✐"② ❢♦# ❜♦"❤ TH ❛♥❞ γ✳ ❆❧♠♦/" ❛❧❧ "❤❡ ✐♥"❡❣#❛❧/ ❢♦#

"❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❲❚= ✐♥✈♦❧✈❡ "❤❡/❡ "✇♦ #❛♥❞♦♠ ✈❛#✐❛❜❧❡/✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡ "❤❡ #❡/✉❧"/

♦❢ "❤❡ ♣❛♣❡# ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ "❤✐/ ♣#❡❧✐♠✐♥❛#② ❡/"✐♠❛"✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ✐♥ =✶✷✱ ✇❡ ✜" "❤❡

✺

❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐' ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ /❡0✉❡'1✳



✾✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❆ ❘❊#▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ #■◆❉❨❈❑✬❙ ❲■▲▲■◆●◆❊❙❙ ❚❖ #❆❨

♣❛$❛♠❡'❡$( ♦❢ ❛ ❞✐(♣❧❛❝❡❞ ❣❛♠♠❛ ❞❡♥(✐'② ❢♦$ '❤❡ $❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❛❜❧❡ TH ✇✐'❤ E(TH) = 3◦❈✱
P(TH ≤ 7◦C) = 5% ❛♥❞ P(TH ≤ 10◦C) = 1%✳ ❲❡ ♦❜'❛✐♥ rT = 3.9, λT = 0.92 ❛♥❞

θT = −1.22 '❤❛' ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ✈❛❧✉❡( $❡♣♦$'❡❞ ✐♥ ;✶✷✿ 3.8, 0.92 ❛♥❞ −1.13✱
$❡(♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ❞✐(♣❧❛②( '❤❡ '✇♦ ❞✐('$✐❜✉'✐♦♥( ✇❤✐❝❤✱ ❞❡(♣✐'❡ '❤❡ (❧✐❣❤'❧② ❞✐✛❡$❡♥'

✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ♣❛$❛♠❡'❡$(✱ ❛♣♣❡❛$ '♦ ❜❡ ❛❧♠♦(' ✐♥❞✐('✐♥❣✉✐(❤❛❜❧❡✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡ '♦ ♥✉♠❜❡$ ♦✉$

✜❣✉$❡( '❤❡ (❛♠❡ ✇❛② '❤❡② ✇❡$❡ ♥✉♠❜❡$❡❞ ✐♥ ;✶✷✿ ❤❡♥❝❡✱ '♦ ❡❛(❡ '❤❡ ❝♦♠♣❛$✐(♦♥( ❢♦$ '❤❡

$❡❛❞❡$(✱ ❋✐❣✉$❡ X ✐♥ '❤✐( ♣❛♣❡$ ❛❧✇❛②( ❝♦$$❡(♣♦♥❞( '♦ ❋✐❣✉$❡ X ✐♥ ;✶✷ ✭♦❢ ❝♦✉$(❡✱ '❤✐(

♠❛② ❛❧(♦ ❜❡ ❛ ❜✐' ♣❡$♣❧❡①✐♥❣ ❛(✱ (❛②✱ '❤❡$❡ ✐( ♥♦ ❋✐❣✉$❡ ✷ ✐♥ '❤✐( ✇♦$❦ ❛♥❞ ✇❡ ❥✉♠♣ ❢$♦♠

❋✐❣✉$❡ ✶ '♦ ✸✮✳ ❆❧♦♥❣ '❤❡ (❛♠❡ ❧✐♥❡(✱ ✇❡ ✇✐❧❧ $❡'❛✐♥ '❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❜❡$✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ;✶✷

✐♥ ❙❡❝'✐♦♥( ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❧✐'❡$❛❧ (✉✣① '♦ '❤❡ ♣$♦♣❡$ ♥✉♠❡$❛❧✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ ❉✐('$✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❡♠♣❡$❛'✉$❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✳

❚❤❡ ❞✐('$✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' γ ✐( ❝❛❧✐❜$❛'❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ '♦ ✜' ❛ ❞✐(♣❧❛❝❡❞

❣❛♠♠❛ ❞❡♥(✐'② (✉❝❤ '❤❛' E(γ) = 0.0001363✱ P(γ ≤ 0.0000450) = 0.17 ❛♥❞ P(γ ≤
0.0002295) = 0.83✳✻✳

❲❡ ♦❜'❛✐♥ rγ = 4.43, λγ = 20939 ❛♥❞ θγ = −7.28 · 10−5
✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦✉$ ❡('✐♠❛'❡( ❛$❡

N✉✐'❡ ❝❧♦(❡ '♦ '❤❡ ✈❛❧✉❡( rγ = 4.50, λγ = 21431 ❛♥❞ θγ = −7.46 ·10−5
$❡♣♦$'❡❞ ✐♥ ;✶✷✱ ❛♥❞

'❤❡ ♣❧♦'( ❝♦$$❡(♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ '✇♦ ❞❡♥(✐'✐❡( ❛$❡ ❜❛(✐❝❛❧❧② ✉♥❞✐('✐♥❣✉✐(❤❛❜❧❡ ✭(❡❡ ❋✐❣✉$❡

✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❛♣♣$♦①✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❛$❛♠❡'❡$( ❢♦$ γ ❤❛( ❜❡❡♥ ❧❡(( '$✐✈✐❛❧ '❤❛♥ ✐'

✇❛( ♥❡❡❞❡❞ ❢♦$ TH ✱ ❞✉❡ '♦ '❤❡ ❞✐✛❡$❡♥' ♦$❞❡$ ♦❢ ♠❛❣♥✐'✉❞❡( ♦❢ '❤❡ '❤$❡❡ ♣❛$❛♠❡'❡$(❀ ❢♦$

❞❡'❛✐❧( ✇❡ $❡❢❡$ '❤❡ $❡❛❞❡$ '♦ ❙❡❝'✐♦♥ ✸✳✻✳

✻

❚❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✉)❡❞ *♦ ❝❛❧❝✉❧❛*❡ *❤❡)❡ ♠♦♠❡♥*) ✐) ♥♦* ❡①♣❧✐❝✐*❧② )*❛*❡❞ ✐♥ 2✶✷✱ ❜✉* ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡$$❡❞

❢$♦♠ ❛ ❢♦♦*♥♦*❡ ♦❢ 2✵✾✳ ❚❤❡)❡ ♠♦♠❡♥*) ♦❢ *❤❡ γ ❞✐)*$✐❜✉*✐♦♥ ❛$❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② *❤❡ ❝♦$$❡)♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥*)
♦❢ β✳ ■2❈❈ ✭✷✵✵✼❛✮ $❡♣♦$*) *❤❛*✱ ❢♦$ ❛ 4◦C ✇❛$♠✐♥❣ ❧❡✈❡❧✱ *❤❡ ❡①♣❡❝*❡❞ ♣$♦❞✉❝*✐♦♥ ❧♦)) ✐♥ ❧❡✈❡❧) LossTH

✐) ✸✪✱ ✇✐*❤ ❛ ✻✻✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥*❡$✈❛❧ ❜❡✐♥❣ ✶✲✺✪✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜*❛✐♥ *❤❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ β *❤❛* ❛$❡ ❝♦❤❡$❡♥* ✇✐*❤
*❤❡)❡ ♣$♦❥❡❝*✐♦♥) ✉)✐♥❣ *❤❡ ❡K✉❛*✐♦♥ exp(−βT 2

H) = 1−LossTH
✳ ❚❤❡)❡ ❡)*✐♠❛*❡) ✐♠♣❧② *❤❛* β̄ = 0.00190✱

β0.17 = 0.000628 ❛♥❞ β0.83 = 0.00321✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥*) ❢♦$ γ ❛$❡ *❤❡♥ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ✭✸✳✹✮✳
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✿ ❉✐+,&✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ❧♦++ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♣❛&❛♠❡,❡& γ✳

✸✳✸✳✸ ❊#$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❲✐❧❧✐♥❣♥❡## $♦ /❛②

❚❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥ ♦❢ +❡✈❡&❛❧ ❲❚:+ ✇✐,❤ ❞✐✛❡&❡♥, ✈❛❧✉❡+ ,❛❦❡♥ ❜② ❦❡② ♣❛&❛♠❡,❡&+ ✐+ ❝❧❡❛&❧②

♦♥❡ ♦❢ ,❤❡ ♠♦+, ✐♠♣♦&,❛♥, ❢❡❛,✉&❡+ ♦❢ :✶✷✳ ❚❤❡ ❲❚: ✐+ ❣&❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐+♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡+

✹✲✼ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ ,❛❜✉❧❛,❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡+ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ■♥ ✇❤❛, ❢♦❧❧♦✇+✱ ✇❡ &❡♣&♦❞✉❝❡ ,❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧

❋✐❣✉&❡+ ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ❛♥❞ &❡❝♦♠♣✉,❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❋✐&+,✱ +♦♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛&❦ ❲❚:+ ❛&❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ✐♥ ❛ +❡,✉♣ ✇✐,❤ ♥♦ ✉♥❝❡&,❛✐♥,② ♦♥ ❢✉,✉&❡

,❡♠♣❡&❛,✉&❡ ✐♥❝&❡❛+❡ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝,✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✹ ❞❡♣✐❝,+ ,❤❡ ❲❚: w∗(0) ,♦

❦❡❡♣ ✇❛&♠✐♥❣ ❛, ③❡&♦ ❛+ ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ TH ✱ ❛++✉♠✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦& γ = γ̄ =
E(γ) = 0.0001363✱ ❛♥❞ +❤♦✇✐♥❣ ,❤&❡❡ ♣♦++✐❜❧❡ +❝❡♥❛&✐♦+ ❢♦& ,❤❡ ❣&♦✇,❤ &❛,❡ g0 = 0.015✱
0.02 ♦& 0.025 ✭,❤❡ &❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛&❛♠❡,❡&+ ❛&❡ ,❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ &❡❧❛,✐✈❡ &✐+❦ ❛✈❡&+✐♦♥ η = 2 ❛♥❞

❞✐+❝♦✉♥, &❛,❡ δ = 0✮✳ ❚❤✐+ ✐+✱ ,❤❡&❡❢♦&❡✱ ❛ +❝❡♥❛&✐♦ ✇✐,❤ ♥♦ ✉♥❝❡&,❛✐♥,② ✇❤❡&❡ ,❤❡ ✐♥,❡❣&❛❧+

♥❡❡❞❡❞ ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡ ,❤❡ ❲❚: ❛&❡ ✶✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧✳ ■, ✐+✱ ♦❢ ❝♦✉&+❡✱ ❢♦&♠❛❧❧② ✐♠♣♦++✐❜❧❡ ,♦

,❡+, ✇❤❡,❤❡& ,✇♦ ✜❣✉&❡+ ❛&❡ ,❤❡ +❛♠❡✱ ❜✉, ❛♥ ❡②❡❜❛❧❧ ,❡+, ♦❢ ,❤❡ ,✇✐♥ ✜❣✉&❡+ ✐♥ :✶✷ ❛♥❞

✐♥ ,❤✐+ ♣❛♣❡& ✭❛♥❞ ❧♦,+ ♦❢ ③♦♦♠✐♥❣✦✮ +❤♦✇ ,❤❛, ,❤❡② ❛&❡ ❡++❡♥,✐❛❧❧② ❞✐+♣❧❛②✐♥❣ ,❤❡ ✈❡&②

+❛♠❡ O✉❛♥,✐,✐❡+✳ :❡&❤❛♣+ ♠♦&❡ ❝♦♥❝&❡,❡❧②✱ ,♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② ,❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✹ ✐, ✐+

&❡♣♦&,❡❞ ✐♥ :✶✷ ,❤❛, ✇❤❡♥ T = 6 ❛♥❞ g0 = 0.02 ,❤❡♥ w∗(0) ✐+ ❛❜♦✉, ✵✳✵✷✷ ♦& ✷✳✷✪✳ ❋♦&

❝♦♠♣❛&✐+♦♥✱ ♦✉& ♦✇♥ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥+ ♣&♦❞✉❝❡ ✵✳✵✷✶✺✻✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❲❚:+ ❛&❡ ❞✐+♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✺✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦& ✉♥❝❡&,❛✐♥,②✳ ■♥ ,❤❡ ♣✐❝,✉&❡✱

,❤❡ ❢✉♥❝,✐♦♥+ w∗(τ) ❛&❡ ❞❡♣✐❝,❡❞ ✐♥ ❢♦✉& +❝❡♥❛&✐♦+ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡&❡♥, &✐+❦ ❛✈❡&+✐♦♥ η ❛♥❞

❜❛+❡❧✐♥❡ ❣&♦✇,❤ &❛,❡ g0✳ ■♥ ,❤✐+ +❡,✉♣✱ ❢✉❧❧ ✸✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ✐♥,❡❣&❛❧+ ❛&❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛&❡

✐+ ♥❡❡❞❡❞ ,♦ +❡, ❛♣♣❛&❡♥,❧② ✐&&❡❧❡✈❛♥, ✭,❡❝❤♥✐❝❛❧✮ ♣❛&❛♠❡,❡&+✱ ❛+ ❞❡,❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝,✐♦♥ ✸✳✻✳

■, ✐+ ❛❣❛✐♥ ❤❛&❞ ,♦ ❞✐+❝❡&♥ ❛♥② ❞✐✛❡&❡♥❝❡+ ✐♥ ,❤❡ ,✇♦ ✈❡&+✐♦♥+ ♦❢ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✺ ♦❢ ,❤✐+ ♣❛♣❡&

❛♥❞ ♦❢ :✐♥❞②❝❦✬+ ♦♥❡✳

❚❤✐&❞✱ ✇❡ ❢♦❝✉+ ♦♥ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✻ ✇❤❡&❡ ,❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ w∗(3)✱ ♥❛♠❡❧② ,❤❡ ❲❚: ,♦ ❧✐♠✐,

,❤❡ ✐♥❝&❡❛+❡ ✐♥ ,❡♠♣❡&❛,✉&❡ ,♦ 3◦❈✱ ✐+ ♣❧♦,,❡❞ ❛+ ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ &✐+❦ ❛✈❡&+✐♦♥ η ✭✉♥❞❡& ,✇♦

❞✐✛❡&❡♥, ❞✐+❝♦✉♥, &❛,❡+ δ✮✳ ❚❤✐+ ♣✐❝,✉&❡ ✐+ ✐♥,❡&❡+,✐♥❣ ❛+ ✐, ,✉&♥+ ♦✉, ,❤❛, ✐,+ &❡♣❧✐❝❛,✐♦♥

✐+ ❞✐✣❝✉❧,✱ ✐♥ ♣❛&,✐❝✉❧❛&✱ ✐❢ η ❛♣♣&♦❛❝❤❡+ ✶ ♦& ✇❤❡♥ η = 4✳ ■♥ ,❤❡ ✜&+, ❝❛+❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✿ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ 0❡♠♣❡&❛0✉&❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015✱ 0.020✱ 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✳

❋✐❣✉&❡ ✸✳✺✿ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡&0❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015✱ 0.020✱ 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✳



✸✳✸✳ ❱❊❘■❋■❈❆❚■❖◆ ✾✺

❛♥ ❡✈✐❞❡♥( )✐♥❣✉❧❛-✐(② ✐♥ (❤❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ U(·) ❛♥❞ ❝❛♥ -❡)♦-( (♦ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛(✱ ✐♥ (❤✐)

)✐(✉❛(✐♦♥✱ (❤❡ ✉(✐❧✐(② ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐) ✕ ✉♣ (♦ ❝♦♥)(❛♥( ✕ ❛ ❧♦❣❛-✐(❤♠✐❝ ❢✉♥❝(✐♦♥✳

✼

■( ✐) ❧❡)) ❝❧❡❛-

✇❤② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡) ♦❢ η ♣-♦✈❡ (♦ ❜❡ -❡❧❛(✐✈❡❧② ✐❧❧✲♣♦)❡❞ ❢♦- (❤❡ ✐♥(❡❣-❛(✐♦♥ -♦✉(✐♥❡ ❝✉❜❛$✉%❡✳

❲❤✐❧❡ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❞❡(❛✐❧) ❛-❡ ❞❡❢❡--❡❞ (♦ ❙❡❝(✐♦♥ ✸✳✻✱ ✇❡ ♦❜)❡-✈❡ (❤❛( ♦✉- ❋✐❣✉-❡ ✸✳✻ ✐)

❡①(-❡♠❡❧② )✐♠✐❧❛- (♦ (❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ C✶✷✳

❋✐❣✉-❡ ✸✳✻✿ w∗(3) ✈❡-)✉) η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01

❲❡ ✜♥❛❧❧② ♠♦✈❡ (♦ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐)() ✶✾ ♣❛✐-) ♦❢ ❲❚C) ❛♥❞ ❛❧❧♦✇) ❢♦- ❛ ♠♦-❡ -✐❣♦-♦✉)

❝♦♠♣❛-✐)♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡-✐❝ ✜❣✉-❡) ♦❜(❛✐♥❡❞ (✐❧(✐♥❣ (❤❡ -❡❢❡-❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ )♦♠❡ ♣❛-❛♠❡(❡-)✳ ■♥

♣❛-(✐❝✉❧❛-✱ (❤❡ (✇♦ ❲❚C) w∗(0) ❛♥❞ w∗(3) ❛-❡ (❛❜✉❧❛(❡❞ ❛♥❞✱ ✉♥❧❡)) ♦(❤❡-✇✐)❡ ✐♥❞✐❝❛(❡❞✱

δ = 0✱ η = 2✱ g0 = 0.02✱ E(T ) = 3◦C✱ E(γ) = 0.0001363 ❛♥❞ )♦❝✐❛❧ ✉(✐❧✐(② ✐) ❝♦♠♣✉(❡❞ ♦♥

❛ )♣❛♥ ♦❢ (✐♠❡ ♦❢ ✺ ❝❡♥(✉-✐❡) ✭tmax = 500✮✳
●❡♥❡-❛❧❧② )♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦✉- ❡)(✐♠❛(❡) ♦❢ (❤❡ ❲❚C ✭✐♥ (❤❡ )❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉-(❤ ❝♦❧✉♠♥)✮

♠❛(❝❤ ✈❡-② ✇❡❧❧ (❤❡ ♦♥❡) ✐♥ C✶✷ ✭♣❧❛❝❡❞ )✐❞❡ ❜② )✐❞❡ ✐♥ (❤❡ (❤✐-❞ ❛♥❞ ✜❢(❤ ❝♦❧✉♠♥)✮✳ ❋♦-

✐♥)(❛♥❝❡✱ ✐♥ (❤❡ ✜-)( -♦✇ -❡❧❛(✐✈❡ (♦ (❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡ ❝❛)❡ (❤❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ w∗(0) ❛♥❞ w∗(3) ❞✐✛❡-
❜② ❛❜♦✉( 5 · 10−4

✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛)❡)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ )✐♠✐❧❛- ❣❛♣) (❤❛( ❛-❡ ✐♥)✐❣♥✐✜❝❛♥( ❢-♦♠ (❤❡

♣-❛❝(✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦✐♥( ♦❢ ✈✐❡✇ ❜✉( ❣✐✈❡ (❤❡ ✢❛✈♦✉- ♦❢ (❤❡ ✏♥✉♠❡-✐❝ ♥♦✐)❡✑ (❤❛( ❛✛❡❝(

✭❛❝❝✉-❛(❡✮ ❡)(✐♠❛(❡) ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡-❡♥( ❛✉(❤♦-)✱ ✇✐(❤ ❞✐)(✐♥❝( )♦❢(✇❛-❡ ❛♥❞ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐)

✭)♠❛❧❧✮ ♥♦✐)❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛((-✐❜✉(❡❞ (♦ )❧✐❣❤(❧② ❞✐✛❡-❡♥( ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ ♠❡(❤♦❞) ❜❡✐♥❣ ✉)❡❞ ✐♥

❞✐✛❡-❡♥( ♣❛❝❦❛❣❡)✱ ♦- (♦ ❞✐))✐♠✐❧❛- )❡((✐♥❣) ♦❢ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧( ♣❛-❛♠❡(❡-) (❤❛(

❛-❡ ✉)❡❞ ✐♥ )(❛♥❞❛-❞ -♦✉(✐♥❡) ❢♦- ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥)✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ (❤❡-❡ ♠❛②

❜❡ ❞✐✛❡-❡♥( ❞❡❢❛✉❧() ❢♦- )(♦♣♣✐♥❣ ❝-✐(❡-✐❛❀ ♦- ✜♥❡-✴❝♦❛-)❡- ❣-✐❞) ❛-❡ ✉)❡❞ ✇❤❡♥ (❤❡ ✉)❡- ✐)

♥♦( ♣-♦✈✐❞✐♥❣ ♦♣(✐♦♥❛❧ )♣❡❝✐✜❝❛(✐♦♥)✳

❍♦✇❡✈❡-✱ )♦♠❡ ♥♦(❡✇♦-(❤② ❞✐)❝-❡♣❛♥❝✐❡) ❝❛♥ ❜❡ )♣♦((❡❞ ✐♥ -♦✇) ✽✱ ✶✻✱ ✶✽ ❛♥❞ ✶✾✳

❖❜)❡-✈✐♥❣ ♣-❡❧✐♠✐♥❛-✐❧② (❤❛( (✇♦ )✉❝❤ ❝❛)❡) ❛-❡ -❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ♣♦)✐(✐♦♥ η = 4✱ ✐♥ -♦✇ ✽

(❤❡ ❲❚C) ❝♦♠♣✉(❡❞ ✐♥ C✶✷ )❡((✐♥❣ g0 = 0.01 ❛-❡ ✸✵ ♦- ✻✵✲❢♦❧❞ ❧❛-❣❡- (❤❛♥ ♦✉-)✳ ❚❤❡

♣-❡✈✐♦✉) -♦✇ ❝♦♥(❛✐♥) (❤❡ )❛♠❡ ❲❚C) ✇❤❡♥ (❤❡ ❣-♦✇(❤ -❛(❡ ✐) ✵✳✵✷ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❣-❡❡♠❡♥(

✇✐(❤ ✐♥(✉✐(✐♦♥✱ ❤❛❧✈✐♥❣ (❤❡ ❣-♦✇(❤ -❛(❡ ♦❢ (❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥✢❛(❡) (❤❡ ❲❚C (♦ -❡❞✉❝❡ (❤❡

✼

❆ ❞❡#❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡//✲#♦✲♣❛② ✇✐#❤ ❧♦❣ ✉#✐❧✐#② ✐/ ♣3❡/❡♥#❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❲❚,- ✇✐0❤ ❛❧0❡2♥❛0✐✈❡ ♣❛2❛♠❡0❡2 ✈❛❧✉❡-✳

❈❛-❡- w∗(0) ,✶✷ w∗(0) w∗(3) ,✶✷ w∗(3)
✶ ❇❛-❡ ❝❛-❡ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✶✶✸ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✺✾

✷ tmax = 300 ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✵✶✶✵ ✵✳✵✵✺✵ ✵✳✵✵✺✻

✸ tmax = 1000 ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✶✶✸ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✺✾

✹ g0 = 0.010 ✵✳✵✸✻✾ ✵✳✵✸✼✷ ✵✳✵✶✼✾ ✵✳✵✶✾✵

✺ g0 = 0.005 ✵✳✵✼✻✶ ✵✳✵✼✼✺ ✵✳✵✸✽✹ ✵✳✵✹✵✼

✻ g0 = 0 ✵✳✶✹✸✷ ✵✳✶✹✻✸ ✵✳✵✼✺✵ ✵✳✵✼✾✶

✼ η = 4 ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✵✽

✽ η = 4✱ g0 = 0.010 ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✶✽✹✹ ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✶✽✷✵

✾ ε(TH) = 5◦C ✵✳✵✶✽✼ ✵✳✵✶✽✾ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✶✵✺

✶✵ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.010 ✵✳✵✺✾✻ ✵✳✵✺✾✾ ✵✳✵✸✺✵ ✵✳✵✸✺✵

✶✶ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.005 ✵✳✶✷✷✸ ✵✳✶✷✸✷ ✵✳✵✼✹✻ ✵✳✵✼✹✾

✶✷ ε(γ) = 0.0002726 ✵✳✵✷✹✵ ✵✳✵✷✹✸ ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✵✶✶✻

✶✸ ε(γ) = 0.0002726✱ g0 = 0.015 ✵✳✵✹✵✷ ✵✳✵✹✵✶ ✵✳✵✶✾✹ ✵✳✵✶✾✽

✶✹ ε(TH) = 5◦C✱ ε(γ) = 0.0002726 ✵✳✵✸✽✹ ✵✳✵✸✼✸ ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✷✶✶

✶✺ g0 = 0✱ δ = 0.01 ✵✳✵✸✻✾ ✵✳✵✸✼✷ ✵✳✵✶✼✾ ✵✳✵✶✾✵

✶✻ g0 = 0✱ δ = 0.02 ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✼✹ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✸✾

✶✼ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✵✶✾✻ ✵✳✵✶✾✺ ✵✳✵✵✾✶ ✵✳✵✵✾✽

✶✽ η = 4✱ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✵✸✶✺ ✵✳✵✵✹✺ ✵✳✵✶✼✽

✶✾ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.010✱ δ = 0.01 ✵✳✵✶✽✼ ✵✳✵✺✾✾ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✸✺✵

◆♦"❡$ ✿ ✉♥❧❡%% ♦'❤❡)✇✐%❡ ✐♥❞✐❝❛'❡❞ δ = 0✱ η = 2✱ g0 = 0.020✱ ε(TH) = 3◦C✱ ε(γ) = 0.0001363✱ tmax = 500
②❡❛)%✳
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❡①♣❡❝&❡❞ ✇♦✉♥❞, ✐♥✢✐❝&❡❞ ❜② ❝❧✐♠❛&❡ ❝❤❛♥❣❡ &♦ ❛ ❢7❛✐❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣7♦✇&❤✳ ❲❤✐❧❡✱ ,❛②✱

❛❝❝♦7❞✐♥❣ &♦ ♦✉7 ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥,✱ w∗(0) ♠♦✈❡, ❢7♦♠ ✵✳✵✵✶✺ ✐♥ 7♦✇ ✼ &♦ ✵✳✵✵✻✵ ✐♥ 7♦✇ ✽✱ ❛

❢♦✉7✲❢♦❧❞ ✐♥❝7❡❛,❡✱ ✐♥ B✶✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ,♣❡❝&❛❝✉❧❛7 ❥✉♠♣ ❢7♦♠ ✵✳✵✵✶✹ &♦ ✵✳✶✽✹✹✳ ❚❤❡ ,❛♠❡

♦❝❝✉77❡♥❝❡ ✐, ✈✐,✐❜❧❡ ❢♦7 w∗(3)✳

■♥ 7♦✇ ✶✽✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐&❤ η = 4✱ ♦✉7 w∗(0) ❛♥❞ w∗(3) ❛7❡ H✉✐&❡ ,♠❛❧❧❡7 &❤❛♥ &❤❡ ❲❚B, ✐♥

B✶✷ ✭❞✐✛❡7❡♥❝❡, ❡①❝❡❡❞ ✷ ❛♥❞ ✶ ♣❡7❝❡♥&❛❣❡ ♣♦✐♥&✱ 7❡,♣❡❝&✐✈❡❧②✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ &❤❡ ❧❛,& 7♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣♦7&7❛②, ❛ ❧❛7❣❡ ❞✐✛❡7❡♥❝❡ ✐♥ ❜♦&❤ ❲❚B,✳ ❲❡ ❢❡❡❧

&❤❛&✱ ♥♦♥❡&❤❡❧❡,,✱ &❤❡7❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ,✐♠♣❧❡ ♠❛&❡7✐❛❧ &②♣✐♥❣ ❡77♦7 ✐♥ B✶✷ ❛, &❤❡ ❡♥&7✐❡, ✐♥

B✐♥❞②❝❦✬, ❚❛❜❧❡ ❛7❡ ❡①❛❝$❧② &❤❡ ,❛♠❡ ❛, ✐♥ 7♦✇ ✶✵✱ ✇❤❡7❡❛, ✇❡ ❡①♣❡❝&❡❞ &❤❡ ,❛♠❡ ✜❣✉7❡

♦❢ 7♦✇ ✾✳ ❚❤✐, ✐, ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛&✱ ❛, ✐& ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ &♦ ♥♦&✐❝❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛& ✭✽✮ ♦❢

B✶✷✱

✽

✇✐&❤ η = 2 ❛♥ ✐♥❝7❡❛,❡ ✐♥ δ ❝♦♠♣❡♥,❛&❡, ❢♦7 ❛ ❞❡❝7❡❛,❡ ✐♥ g0 ♦❢ &❤❡ ,❛♠❡ ❛❜,♦❧✉&❡

✈❛❧✉❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ &❤❛& ❛ ,❝❡♥❛7✐♦ ✇✐&❤ ε(TH) = 5◦C ❛♥❞ g0 = 0.02 ✐, ❛❝&✉❛❧❧② &❤❡ ,❛♠❡ ❛, ❛

,❝❡♥❛7✐♦ ✇✐&❤ ε(TH) = 5◦C ❛♥❞ g0 = 0.01 ❛♥❞ δ = 0.01✳ ❋♦7 &❤❡ ,❛♠❡ 7❡❛,♦♥✱ &❤❡ ❡♥&7✐❡,

✐♥ 7♦✇, ✶ ❛♥❞ ✶✻ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ &❤❡ ,❛♠❡ ❜✉& &❤✐, ❞♦❡, ♥♦& ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ B✶✷✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ✇✐&❤ ,♦♠❡ ❡①❝❡♣&✐♦♥, ♣♦,,✐❜❧② 7❡❧❛&❡❞ &♦ ❧♦✇ ❣7♦✇&❤ 7❛&❡, ❛♥❞ ❡①&7❡♠❡

✈❛❧✉❡, ❢♦7 η✱ ♦✉7 ❡,&✐♠❛&❡, ❛7❡ ♦❢&❡♥ ❝❧♦,❡ &♦ &❤❡ ♦♥❡, ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② B✐♥❞②❝❦ ✭,♦♠❡ 7❡❛,♦♥,

❢♦7 ✇❤❛& ✐, ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ❝❛,❡, ✽ ❛♥❞ ✶✽ ❛7❡ ❞✐,❝✉,,❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✸✳✻✮✳

✸✳✹ ❊①%❡♥(✐♦♥

❚❤✐, ,❡❝&✐♦♥ ♣7♦✈✐❞❡, ❛♥ ❡①&❡♥,✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♦7✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡7✱ ✇❤❡7❡ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ &❤❡ ❞❛&❛ ✉,❡❞

&♦ ❡,&✐♠❛&❡ &❤❡ ❞❡♥,✐&② ❢♦7 &❤❡ &❡♠♣❡7❛&✉7❡ ✐♥❝7❡❛,❡✱ ✇✐&❤♦✉& ❛❧&❡7✐♥❣ &❤❡ &❤❡♦7❡&✐❝❛❧

,&7✉❝&✉7❡ ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ &❤❡ ❞❛&❛ ,♦✉7❝❡ ♠❛❦❡, ❝❧❡❛7 &❤❛& &❤❡

7❡,✉❧&, ,❤♦✇♥ ❤❡7❡ ❝❛♥♥♦& ❜❡ ❡①♣❡❝&❡❞ &♦ 7❡,❡♠❜❧❡ &❤❡ ♦♥❡, ✐♥ B✶✷✱ ❜✉& ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉,❡❞

&♦ ❛♣♣7❛✐,❡ ❤♦✇ &❤❡ ♦7✐❣✐♥❛❧ 7❡,✉❧&, ❛7❡ ❛✛❡❝&❡❞ ❜② &❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐&② ♦❢ ♥❡✇ ❞❛&❛✳

❚❤❡ ❋✐❢&❤ ■(❈❈ ❆,,❡,,♠❡♥& ❘❡♣♦7& 7❡❧❡❛,❡❞ ✐♥ ✷✵✶✹ ✭■B❈❈✱ ✷✵✶✹✮ ❝♦♥&❛✐♥, ♥❡✇ ❞❛&❛

&❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ✉,❡❞ &♦ ❡,&✐♠❛&❡ ❢7❡,❤ ❞❡♥,✐&✐❡, ❢♦7 &❤❡ ✉♥❝❡7&❛✐♥ H✉❛♥&✐&✐❡, ✉,❡❞ ✐♥ B✶✷✳

■♥ ♣❛7&✐❝✉❧❛7✱ ■B❈❈ ✭✷✵✶✹✮ ❞❡,❝7✐❜❡, ❢♦✉7 ●❍● ✭●7❡❡♥❍♦✉,❡ ●❛,❡,✮ ♣♦,,✐❜❧❡ ,❝❡♥❛7✐♦,✱

❝❛❧❧❡❞ ❘❡♣7❡,❡♥&❛&✐✈❡ ❈♦♥❝❡♥&7❛&✐♦♥ B❛&❤✇❛②, ✭❘❈B✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛7❡ ♥❛♠❡❞ ❛❢&❡7 ❛ ♣♦,,✐❜❧❡

7❛♥❣❡ ♦❢ 7❛❞✐❛&✐✈❡ ❢♦7❝✐♥❣ ✈❛❧✉❡, ✐♥ &❤❡ ②❡❛7 ✷✶✵✵ 7❡❧❛&✐✈❡ &♦ ♣7❡✲✐♥❞✉,&7✐❛❧ ✈❛❧✉❡,✳ ❚❤❡

♦♥❡ ✇✐&❤♦✉& ❛♥② ●❍● ❡♠✐,,✐♦♥,

✾

♠✐&✐❣❛&✐♦♥ ❡✛♦7& ❜❡②♦♥❞ ❝✉77❡♥& ❧❡❣✐,❧❛&✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥,✐❞❡7❡❞ ❛, &❤❡ ❜❛,❡❧✐♥❡ ♣❛&❤ ❢♦7 &❤❡ ♣7❡,❡♥& ❛♥❛❧②,✐,✱ ✐, ❘❈B✽✳✺

✶✵

✿ &❤❡ ❛❧&❡7♥❛&✐✈❡

✽

❊!✉❛$✐♦♥( ✭✼✮✱ ✭✽✮✱ ✭✾✮ ♦❢ 0✶✷ 3❡♣♦3$ $❤❛$ ✐♥ $❤❡ (✐♠♣❧❡ ❝❛(❡ ✇❤❡3❡ TH ❛♥❞ γ ❛3❡ ❦♥♦✇♥✱

W =
1

1− η

∫ +∞

0

eω−ρt−ω(1/2)t/H dt

✇❤❡3❡✿

ρ = (η − 1)(g0 − 2γTH) + δ,

ω = 2(η − 1)γHTH/ ln(1/2).

❲❤❡♥ η = 2✱ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ ❞❡♣❡♥❞( ♦♥ $❤❡ (✉♠ g0 + δ✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞❡❝3❡❛(❡( ✐♥ $❤❡ ❣3♦✇$❤ 3❛$❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦✛(❡$
❜② ❡!✉❛❧ ✐♥❝3❡❛(❡( ✐♥ $❤❡ ❞✐(❝♦✉♥$ 3❛$❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ρ ✉♥❛✛❡❝$❡❞✳

✾

0❧❡❛(❡ ♥♦$❡ $❤❛$ ❛♥ ❤✐❣❤ ●❍● ❡♠✐((✐♦♥ (❝❡♥❛3✐♦ ❞♦❡( ♥♦$ ♥❡❝❡((❛3✐❧② ✐♠♣❧② ❛♥ ❤✐❣❤ ✧♣♦❧❧✉$✐♦♥✧

(❝❡♥❛3✐♦✿ ♣♦❧❧✉$✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞( ♦♥ $❤❡ ❡♠✐((✐♦♥( ♦❢ ♦$❤❡3 (✉❜($❛♥❝❡(✱ ❧✐❦❡ ❢♦3 ❡①❛♠♣❧❡ SO2✳
✶✵

❘❡♣3❡(❡♥$❛$✐✈❡ ❈♦♥❝❡♥$3❛$✐♦♥ 0❛$❤✇❛②( ✽✳✺✱ $❤❡3❡❢♦3❡✱ ❛((✉♠❡( ❛♥ ✐♥❝3❡❛(❡ ♦❢ ✽✳✺ ❲✴m2
3❛❞✐❛$✐✈❡

❢♦3❝✐♥❣( ✇✐$❤ 3❡(♣❡❝$ $♦ ♣3❡✐♥❞✉($3✐❛❧ ❧❡✈❡❧(✳
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"❝❡♥❛'✐♦"✱ ✇✐,❤ ✐♥❝'❡❛"✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐,✐❣❛,✐♦♥ ❛♥❞✱ ,❤❡'❡❢♦'❡✱ ❞❡❝'❡❛"✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♠✐""✐♦♥"✱

❛'❡ ❘❈6✻✳✵✱ ❘❈6✹✳✺ ❛♥❞ ❘❈6✷✳✻✳

❯♥❞❡' "❝❡♥❛'✐♦ ❘❈6✽✳✺ ,❤❡ ❢♦'❡❝❛", ✐" ♦❢ ❛ 3.7◦C ,❡♠♣❡'❛,✉'❡ ✐♥❝'❡❛"❡ ❢'♦♠ ✶✾✽✻✲✷✵✵✺

,♦ ✷✵✽✶✲✷✶✵✵✱ ✇✐,❤ ❛ ✏ ❧✐❦❡❧②✑ '❛♥❣❡ ♦❢ 2.6◦C ,♦ 4.8◦C✳ ■♥ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✶❛✱ ✇❡ ♣❧♦, ,❤❡ ✏♦❧❞✑

❞❡♥"✐,② ❢♦' TH ❛♥❞ ,❤❡ ✏♥❡✇✑ ❞❡♥"✐,② ✐♥,❡'♣'❡,✐♥❣ ,❤❡ ,❡'♠ ✏❧✐❦❡❧②✑ ❛" ❛ ✻✻✪ ♦' ❛ ✾✵✪

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥,❡'✈❛❧ ✭✐♥ 6✶✷ ,❤❡ ,❡'♠ ✏❧✐❦❡❧②✑ ✐" ❛""♦❝✐❛,❡❞ ,♦ ✻✻✪✮✳ ❯"✐♥❣ ❢♦' ,❤❡ ❡",✐♠❛,✐♦♥

,❤❡ ✐♥❢♦'♠❛,✐♦♥ E(TH) = 3.7◦C✱ P(TH ≤ 2.6◦C) = 17% ❛♥❞ P(TH ≤ 4.8◦C) = 83%✱ ,❤❡

'❡"✉❧," ❢♦' ,❤❡ ♣❛'❛♠❡,❡'" ♦❢ ,❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐"♣❧❛❝❡❞ ❞❡♥"✐,② f2014(x) ❛'❡✿ r2014 = 7.82✱
λ2014 = 2.38 ❛♥❞ θ2014 = 0.42✳ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✶❛ "❤♦✇" ,❤❛, ,❤❡ ❞✐",'✐❜✉,✐♦♥" ❝♦♠♣✉,❡❞ ✇✐,❤

♠♦'❡ '❡❝❡♥, ❞❛,❛ "❤✐❢, ,♦ ,❤❡ '✐❣❤, ❛♥❞ ❛'❡ ♠♦'❡ ❝♦♥❝❡♥,'❛,❡❞ ❛'♦✉♥❞ ,❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ✸✳✼

◦
❈

✭❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛',✐❝✉❧❛'✱ ,❤❡ '✐❣❤, ,❛✐❧ ✐" ❝❧❡❛'❧② ♠✉❝❤ ,❤✐♥♥❡' ,❤❛♥ ✐♥ 6✶✷ ✐♥ ❡✐,❤❡' ♦❢ ,❤❡ ,✇♦

✈❡'"✐♦♥" ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢'♦♠ ✷✵✶✹ ❞❛,❛✮✳

❋✐❣✉'❡ ✸✳✶❛✿ ❉✐",'✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ,❡♠♣❡'❛,✉'❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ ✷✵✶✹ ❞❛,❛✳

❖❜"❡'✈❡ ,❤❛, ✇✐,❤ ,❤❡ ♥❡✇ ♣❛'❛♠❡,❡'"✱ ❜❡✐♥❣ θ2014 ❣'❡❛,❡' ,❤❛♥ ③❡'♦✱ ✐, ✐" ✐♠♣♦""✐❜❧❡

,♦ ❦❡❡♣ ,❤❡ ,❡♠♣❡'❛,✉'❡ ✐♥❝'❡♠❡♥, ❛, ✵ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ w∗(0) ❝❛♥♥♦, ❜❡ ❡",✐♠❛,❡❞✳ ■♥ ❚❛❜❧❡

✸✳✶❛ ✇❡ '❡♣♦', ,❤❡ ❲❚6" ❢♦' ,❤❡ "❛♠❡ ❝❛"❡" ❧✐",❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ '❡♣❧❛❝✐♥❣ w∗(0) ✇✐,❤

w∗(1)✱ ✉♥❞❡' ,❤❡ ,✇♦ ✐♥,❡'♣'❡,❛,✐♦♥" ♦❢ ✏❧✐❦❡❧②✑✳ ■♥ ,❤❡ ,❤✐'❞ ✭"✐①,❤✮ ❝♦❧✉♠♥✱ ✇❡ ❞✐"♣❧❛②

w∗(1) ✭w∗(3)✮ ❢♦' ,❤❡ ✈❛'✐♦✉" ❝❛"❡" ❜❛"❡❞ ♦♥ ■6❈❈✵✼ ❛♥❞ ✐♥ ,❤❡ ❢♦✉',❤ ❛♥❞ ✜❢,❤ ✭"❡✈❡♥,❤

❛♥❞ ❡✐❣❤,❤✮ ❝♦❧✉♠♥" ,❤❡ ✈❛❧✉❡" ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢'♦♠ ✷✵✶✹ ❞❛,❛✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛, w∗(1)✱ ❛ "❝❡♥❛'✐♦ '❡❧❛,❡❞ ,♦ ❛ ",'✐❝,❡' ❛❜❛,❡♠❡♥, ♣♦❧✐❝②✱ ❲❚6" ♠♦", ♦❢,❡♥

❣'♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ❢'♦♠ ✷✵✵✼ ,♦ ✷✵✶✹ ❛""❡""♠❡♥,"✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ,❤❛, ,❤❡ ♥❡✇❡' ■&❈❈ '❡♣♦', ✐♠♣❧✐❡"

❛♥ ✉♣✇❛'❞ '❡✈✐"✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❲❚6 ,♦ ❝✉'❜ ✇❛'♠✐♥❣ ,♦ 1◦ ❈✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡" ✐♥ ,❤❡ ❲❚6"

❛'❡ ❛♥②✇❛② ♠♦❞❡", ❛♥❞ ❣❡♥❡'❛❧❧② ❛'❡ ❛'♦✉♥❞ ✵✳✷✲✵✳✸✪ ♦' "♠❛❧❧❡'✳ ❙❝❡♥❛'✐♦" ✇❤✐❝❤ ❛""✉♠❡

ε(TH) = 5◦C ✐♠♣❧② ❛ ❧♦✇❡' ❲❚6 ✉♥❞❡' ✷✵✶✹ ❛""❡""♠❡♥,✳ ❚❤✐" ✐" '❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❧♦✇❡'

",❛♥❞❛'❞ ❞❡✈✐❛,✐♦♥ ✉♥❞❡'❧②✐♥❣ ,❤❡ ✷✵✶✹ ♣'♦❥❡❝,✐♦♥"✿ ❦❡❡♣✐♥❣ ,❤❡ "❛♠❡ ❡①♣❡❝,❡❞ ✈❛❧✉❡✱

❛ ❧♦✇❡' ",❛♥❞❛'❞ ❞❡✈✐❛,✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡" ❛ ❧♦✇❡' ❲❚6"✱ ❛" ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ 6✶✷✳ ■♥ ❛ ❢❡✇ ♦,❤❡'

✐♥",❛♥❝❡"✱ "✉❝❤ ❛" ,❤❡ ♦♥❡" ✇❤❡'❡ η = 4 ✭❝❛"❡" ✼✱ ✽✱ ✶✾✮✱ ,❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡" ❛'❡ ❡Z✉❛❧ ♦'

"♠❛❧❧❡' ,❤❛♥ ,❤❡ ♦♥❡" ✐♥ 6✶✷✳ ❚❤❡ ✐♥"♣❡❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❝♦❧✉♠♥" ✹ ❛♥❞ ✺ ❛❧"♦ "❤♦✇" ,❤❛, ,❤❡

❲❚6" ❛'❡ ✈✐',✉❛❧❧② ,❤❡ "❛♠❡ '❡❣❛'❞❧❡"" ♦❢ ,❤❡ ❝❤♦"❡♥ ✐♥,❡'♣'❡,❛,✐♦♥ ♦❢ ✏❧✐❦❡❧②✑✳



✸✳✺✳ ❘❊❆◆❆▲❨❙■❙ ✾✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✶❛✿ ❲❚+, ✇✐/❤ ❛❧/❡1♥❛/✐✈❡ ♣❛1❛♠❡/❡1 ✈❛❧✉❡,✱ ■+❈❈ ✭✷✵✶✹✮ ❞❛/❛

❈❛"❡" w∗(1) ✵✼ w∗(1) ✶✹ w∗(1) ✶✹ w∗(3) ✵✼ w∗(3) ✶✹ w∗(3) ✶✹
✻✻✪ ✾✵✪ ✻✻✪ ✾✵✪

✶ ❇❛"❡ ❝❛"❡ ✵✳✵✵✾✹ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✶✵✶ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✹✽ ✵✳✵✵✸✼

✷ tmax = 300 ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✵✵✾✼ ✵✳✵✵✾✻ ✵✳✵✵✺✵ ✵✳✵✵✹✺ ✵✳✵✵✸✺

✸ tmax = 1000 ✵✳✵✵✾✹ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✶✵✶ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✹✽ ✵✳✵✵✸✼

✹ g0 = 0.010 ✵✳✵✸✵✵ ✵✳✵✸✷✵ ✵✳✵✸✶✷ ✵✳✵✶✼✾ ✵✳✵✶✺✹ ✵✳✵✶✶✾

✺ g0 = 0.005 ✵✳✵✻✷✺ ✵✳✵✻✺✻ ✵✳✵✻✸✾ ✵✳✵✸✽✹ ✵✳✵✸✷✷ ✵✳✵✷✺✵

✻ g0 = 0 ✵✳✶✶✾✶ ✵✳✶✷✷✼ ✵✳✶✶✾✵ ✵✳✵✼✺✵ ✵✳✵✻✶✻ ✵✳✵✹✼✻

✼ η = 4 ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✵✺

✽ η = 4✱ g0 = 0.010 ✵✳✵✵✹✽ ✵✳✵✵✺✷ ✵✳✵✵✺✶ ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✵✵✶✾

✾ ε(TH) = 5◦C ✵✳✵✶✺✽ ✵✳✵✶✺✵ ✵✳✵✶✹✾ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✵✽✼ ✵✳✵✵✽✶

✶✵ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.010 ✵✳✵✺✶✷ ✵✳✵✹✼✺ ✵✳✵✹✻✾ ✵✳✵✸✺✵ ✵✳✵✷✽✹ ✵✳✵✷✻✷

✶✶ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.005 ✵✳✶✵✻✹ ✵✳✵✾✼✹ ✵✳✵✾✺✾ ✵✳✵✼✹✻ ✵✳✵✺✾✽ ✵✳✵✺✺✵

✶✷ ε(γ) = 0.0002726 ✵✳✵✶✾✸ ✵✳✵✷✵✽ ✵✳✵✷✵✹ ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✵✵✾✼ ✵✳✵✵✼✻

✶✸ ε(γ) = 0.0002726✱ g0 = 0.015 ✵✳✵✸✷✻ ✵✳✵✸✹✼ ✵✳✵✸✹✵ ✵✳✵✶✾✹ ✵✳✵✶✻✻ ✵✳✵✶✷✾

✶✹ ε(TH) = 5◦C✱ ε(γ) = 0.0002726 ✵✳✵✸✷✼ ✵✳✵✸✵✼ ✵✳✵✸✵✹ ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✶✽✵ ✵✳✵✶✻✻

✶✺ g0 = 0✱ δ = 0.01 ✵✳✵✸✵✵ ✵✳✵✸✷✵ ✵✳✵✸✶✷ ✵✳✵✶✼✾ ✵✳✵✶✺✹ ✵✳✵✶✶✾

✶✻ g0 = 0✱ δ = 0.02 ✵✳✵✵✾✹ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✶✵✶ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✹✽ ✵✳✵✵✸✼

✶✼ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✵✶✺✼ ✵✳✵✶✻✾ ✵✳✵✶✻✻ ✵✳✵✵✾✶ ✵✳✵✵✽✵ ✵✳✵✵✻✷

✶✽ η = 4✱ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✵✵✼✸ ✵✳✵✵✼✺ ✵✳✵✵✼✸ ✵✳✵✵✹✺ ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✵✵✷✽

✶✾ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.010✱ δ = 0.01 ✵✳✵✶✺✽ ✵✳✵✶✺✵ ✵✳✵✶✹✾ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✵✽✼ ✵✳✵✵✽✶

◆♦"❡$ ✿ ✉♥❧❡"" ♦8❤❡:✇✐"❡ ✐♥❞✐❝❛8❡❞✱ ❢♦: ✷✵✶✹ ❡"8✐♠❛8❡" δ = 0✱ η = 2✱ g0 = 0.020✱ ε(TH) = 3.7◦C✱
ε(γ) = 0.0001363✱ tmax = 500 ②❡❛:"✳ ❋♦: ✷✵✵✼ ❡"8✐♠❛8❡" ε(TH) = 3◦C ✐♥"8❡❛❞ ♦❢ ε(TH) = 3.7◦C✳ ✧✵✼✧
❬✧✶✹✧❪ :❡♣:❡"❡♥8" ❡"8✐♠❛8❡" ❜❛"❡❞ ♦♥ 8❤❡ ■&❈❈ ✷✵✵✼ ❬✷✵✶✹❪✳

❚❤❡ ❡①❛♠✐♥❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝♦❧✉♠♥, 1❡❧❛/✐✈❡ /♦ w∗(3)✱ ✐♥,/❡❛❞✱ 1❡✈❡❛❧, /❤❛/ ♠♦1❡ 1❡❝❡♥/

❞❛/❛ ✏,✉❣❣❡,/✑ ❛ ❧♦✇❡1 ❲❚+ ❢♦1 ❛ ♠♦❞❡1❛/❡ ❛❜❛/❡♠❡♥/ ♣♦❧✐❝② ✭♥❛♠❡❧②✱ ❧✐♠✐/✐♥❣ /❤❡ /❡♠✲

♣❡1❛/✉1❡ ✐♥❝1❡♠❡♥/ /♦ 3◦C✮✱ /❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣/✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝❛,❡ ✶✻ ✇✐/❤ ❛♥ ❤✐❣❤ ❞✐,❝♦✉♥/ 1❛/❡

✭δ = 0.02✮✳ ❲✐/❤ 1❡,♣❡❝/ /♦ /❤❡ ❲❚+ ❡,/✐♠❛/❡❞ ❛❝❝♦1❞✐♥❣ /♦ ✷✵✵✼ ❞❛/❛✱ ❞✐✛❡1❡♥❝❡, 1❛♥❣❡

❢1♦♠ ✵✳✶ /♦ ✶✳✽✪✳ ■❢ ✏❧✐❦❡❧②✑ ✐, ❛,,♦❝✐❛/❡❞ /♦ ✾✵✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥/❡1✈❛❧, /❤❡♥✱ /②♣✐❝❛❧❧②✱

❲❚+, ❛1❡ ❢✉1/❤❡1 1❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛♠♦✉♥/ 1❛♥❣✐♥❣ ❜❡/✇❡❡♥ ✵✳✶ ❛♥❞ ✵✳✼✪✳

❋✐❣✉1❡, ✸✳✺❛ ❛♥❞ ✸✳✻❛ ❛1❡ /❤❡ ❝♦✉♥/❡1♣❛1/, ✭✇✐/❤ ♠♦1❡ 1❡❝❡♥/ ❞❛/❛✮ ♦❢ ❋✐❣✉1❡, ✺ ❛♥❞ ✻

✐♥ +✶✷✳ ❆ ❝❛1❡❢✉❧ ✐♥,♣❡❝/✐♦♥ ❝♦♥✜1♠, /❤❡ ♣1❡✈✐♦✉, ✜♥❞✐♥❣, ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥/, ❜✉/✱ ♣❡1❤❛♣,

♠♦1❡ ✐♠♣♦1/❛♥/❧②✱ ♠❛② ,✉❣❣❡,/ /❤❛/ /❤❡ ✐♥❝❧✉,✐♦♥ ♦❢ ❢1❡,❤ ✷✵✶✹ ❞❛/❛ ❛♣♣❡❛1 /♦ ❤❛✈❡ ♥♦/

❝❤❛♥❣❡❞ /❤❡ ❣✐,/ ♦❢ /❤❡ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥, ❛♥❞ ❧❡,,♦♥, ✐♥ +✶✷✳ ■/ ✐, /1✉❡ /❤❛/ /❡♠♣❡1❛/✉1❡ ❝❛♥♥♦/

❜❡ ❦❡♣/ ❛/ /❤❡ ♣1❡,❡♥/ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ /❤❛/ ,/1✐❝/ ✭♠♦❞❡1❛/❡✮ ❛❜❛/❡♠❡♥/ ♣♦❧✐❝✐❡, ❛1❡ ,❧✐❣❤/❧②

♠♦1❡ ✭❧❡,,✮ ✇♦1/❤✇❤✐❧❡✱ ❜✉/ ❝❤❛♥❣❡, ❛1❡ ♣❡1❤❛♣, ♠✐♥♦1 ✐♥ ,✐③❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝✐1❝✉♠,/❛♥❝❡, ♦❢

♣1❛❝/✐❝❛❧ ✐♠♣♦1/❛♥❝❡✳ ❚❤✐, ✇❛, ,♦♠❡❤♦✇ /♦ ❜❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ❛❢/❡1 /❤❡ ♠❛1❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②,✐, ✐♥

+✶✷ ❛❧1❡❛❞② ♣♦✐♥/❡❞ ♦✉/ /❤❛/ ❛ ❤✐❦❡ ✐♥ /❤❡ ♠❡❛♥ /❡♠♣❡1❛/✉1❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦✛,❡/ ❜②

❛ 1❡❞✉❝/✐♦♥ ✐♥ /❤❡ ,/❛♥❞❛1❞ ❞❡✈✐❛/✐♦♥✳

✸✳✺ ❘❡❛♥❛❧②)✐)

❚❤✐, ,❡❝/✐♦♥ ♣1♦✈✐❞❡, ❛ 1❡❛♥❛❧②,✐, ♦❢ /❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡1✱ ✇❤❡1❡ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛1/ ♦❢ /❤❡

,/1✉❝/✉1❡ ♦❢ /❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛1/✐❝✉❧❛1✱ ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ✇❡ ♠♦❞✐❢② /❤❡ ❢✉♥❝/✐♦♥❛❧ ❢♦1♠ ♦❢

✭✸✳✷✮ ❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ /❡♠♣❡1❛/✉1❡ ✐♥❝1❡❛,❡ ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝/ /❤❡ ❣1♦✇/❤ 1❛/❡ gt✱ ✇❤✐❧❡
✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ✇❡ ♠♦❞✐❢② /❤❡ ❢✉♥❝/✐♦♥❛❧ ❢♦1♠ ♦❢ ✭✸✳✶✮ ,♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❤♦✇ /❤❡ /❡♠♣❡1❛/✉1❡
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✺❛✿ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡&1❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
✷✵✶✹ ❞❛1❛✳ ❖❜6❡&✈❡ 1❤❛1 ❲❚; ❝❛♥♥♦1 ❜❡ ♣❧♦11❡❞ ✇❤❡♥ τ = 0 ❛6 θ2014 = 0.42 > 0✳

❋✐❣✉&❡ ✸✳✻❛✿ w∗(3) ✈❡&6✉6 η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01✱ ✷✵✶✹ ❞❛1❛
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✐♥❝%❡❛(❡ ❡✈♦❧✈❡(✳ ❆( ✐♥ ❡✈❡%② %❡❛♥❛❧②(✐(✱ 0❤❡ ❛❞♦♣0✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡%❡♥0 0❤❡♦%❡0✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

♠❛❦❡( ❝❧❡❛% 0❤❛0 0❤❡ %❡(✉❧0( (❤♦✇♥ ❤❡%❡ ❛%❡ ♥♦0 ❡①♣❡❝0❡❞ 0♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐0❤ 0❤❡ ♦♥❡( ✐♥

;✶✷✳ ❈♦♥✈❡%(❡❧②✱ ✐0 ✐( ♣♦((✐❜❧❡ 0♦ ❛♣♣%❡❝✐❛0❡ ✐❢ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ 0❤❡ ❡(0✐♠❛0❡❞ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡((

0♦ ♣❛② ❝❤❛♥❣❡( ❛❢0❡% ♠♦❞✐✜❝❛0✐♦♥ ♦❢ ❦❡② ♣❛%0( ♦❢ 0❤❡ ❛((✉♠♣0✐♦♥(✳

✸✳✺✳✶ ❈♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝1✐♦♥

✧❲❤❡♥ ❛&&❡&&✐♥❣ ❝❧✐♠❛,❡ &❡♥&✐,✐✈✐,②✱ ✇❡ ❛, ❧❡❛&, ❤❛✈❡ &❝✐❡♥,✐✜❝ 2❡&✉❧,& ,♦ 2❡❧② ♦♥✱ ❛♥❞

❝❛♥ ❛2❣✉❡ ❝♦❤❡2❡♥,❧② ❛❜♦✉, ,❤❡ ♣2♦❜❛❜✐❧✐,② ❞✐&,2✐❜✉,✐♦♥ ,❤❛, ✐& ♠♦&, ❝♦♥&✐&,❡♥, ✇✐,❤ ,❤♦&❡

2❡&✉❧,&✳ ❲❤❡♥ ✐, ❝♦♠❡& ,♦ ,❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝,✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡2✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧♠♦&, ♥♦,❤✐♥❣✧✳

;✐♥❞②❝❦ ✭✷✵✶✸✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛% ✇❛② 0❤❡ ✐♥❝%❡♠❡♥0 ✐♥ 0❡♠♣❡%❛0✉%❡ ❛✛❡❝0( 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣%♦✇0❤ %❛0❡ ✐( 0❤❡

♠♦(0 (♣❡❝✉❧❛0✐✈❡ ♣❛%0 ♦❢ 0❤❡ ❛♥❛❧②(✐(✱ (✐♥❝❡ 0❤❡%❡ ✐( ♥♦0 ❡♥♦✉❣❤ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ♦% 0❤❡♦%❡0✐❝❛❧

(✉♣♣♦%0 ❢♦% ❛♥② (♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝0✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛%❜✐0%❛%② ❝❤♦✐❝❡( ♦❢ 0❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝0✐♦♥

✭❲❡✐0③♠❛♥✱ ✷✵✶✵✮ ♦%✱ ♠♦%❡ ❣❡♥❡%❛❧❧②✱ ♦♥ 0❤❡ (0%✉❝0✉%❡ ♦❢ 0❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭;✐♥❞②❝❦✱ ✷✵✶✸✱ ✷✵✶✼✮

♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦♥✲0%✐✈✐❛❧ ❡✛❡❝0( ♦♥ %❡❧❛0❡❞ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥(✐❞❡%❛0✐♦♥(✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛( ❢❛% ❛( ✇❡ ✇♦✉❧❞

❧✐❦❡ 0♦ ✉♥❞❡%(0❛♥❞ 0❤❡ ❝♦♥(❡J✉❡♥❝❡( ♦❢ ✉♥♣%❡❝❡❞❡♥0❡❞ ✇❛%♠✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛② ❜❡ 0❡♠♣0❡❞ 0♦

❛((✉♠❡ ✭(❛②✱ ❢♦% ♣%❡❝❛✉0✐♦♥❛%② %❡❛(♦♥(✮ (✉♣❡%✲❧✐♥❡❛%✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥✈❡①✱ ❞❛♠❛❣❡(✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

%❡❛♥❛❧②(❡ 0❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡(( 0♦ ♣❛② ❛((✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① %❡❧❛0✐♦♥(❤✐♣✱ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❧✐♥❡❛%

(♣❡❝✐✜❝❛0✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✷✮✱ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ❣%♦✇0❤ %❛0❡ gt ♦❢ ●❉; ❛♥❞ 0❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❛%♠✐♥❣✳ ■❢ ✇❡

(✉♣♣♦(❡ 0❤❛0

gt = g0 − γ′T α
t , ✭✸✳✽✮

✇❤❡%❡ 0❤❡ ♣❛%❛♠❡0❡% α ≥ 1 ❝❛♥ (❤❛♣❡ ❞✐✛❡%❡♥0 ❞❡❣%❡❡( ♦❢ ❝♦♥✈❡① ✐♠♣❛❝0 ❛♥❞ γ′ ✐( ❛

❝♦♥(0❛♥0 ❝♦❡✣❝✐❡♥0✳ ❆( Tt = 2TH [1− (1/2)t/H ]✱ ✇❡ ♦❜0❛✐♥✿

gt = g0 − γ′
{
2TH

[
1−

(1
2

) t
H
]}α

❆( ❢♦% 0❤❡ ❧✐♥❡❛% ❝❛(❡✱ 0❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ′ ✐( ♦❜0❛✐♥❡❞ ❡J✉❛0✐♥❣ 0❤❡ ❝♦♥(✉♠♣0✐♦♥ ❛0 ❤♦%✐③♦♥

H ❛❧♦♥❣ 0❤❡ ♣❛0❤ ♦❢ 0❤❡ ❣%♦✇0❤ %❛0❡ ❞❡0❡%♠✐♥❡❞ ❜② ✭✸✳✽✮ ✇✐0❤ ✇❤❛0 ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜0❛✐♥❡❞ ✉(✐♥❣

❛ ❧♦(( ❢✉♥❝0✐♦♥ ♦♥ ❧❡✈❡❧(✳ ●✐✈❡♥ 0❤❛0 0❤❡ ♣❛0❤ ♦❢ 0❤❡ ❣%♦✇0❤ %❛0❡ ✐( ❞✐✛❡%❡♥0 ✇✐0❤ %❡(♣❡❝0

0♦ 0❤❡ ❜❛(❡❧✐♥❡ ❝❛(❡ ❡①♣♦(❡❞ ✐♥ ;✶✷✱ γ′ ❤❛( 0♦ ❜❡ ❡(0✐♠❛0❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

CH = C0 exp
(∫ H

0

g0 − γ′(2TH)
α
[
1−

(1
2

) t
H
]α
dt
)

✭✸✳✾✮

= 1 · exp
(
g0H − γ′(2TH)

α

∫ H

0

[
1−

(1
2

) t
H
]α
dt
)

✭✸✳✶✵✮

❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ❡J✉❛0✐♥❣ 0❤❡ %❡(✉❧0 ♦❜0❛✐♥❡❞ 0❤%♦✉❣❤ 0❤❡ ❡✛❡❝0 ♦♥ 0❤❡ ❣%♦✇0❤ %❛0❡ 0♦ 0❤❡

♦♥❡ ♦♥ 0❤❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❣❡0✿

exp
(
g0H − γ′(2TH)

α

∫ H

0

[
1−

(1
2

) t
H
]α
dt
)
= exp(g0H − βT 2

H)
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❆♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✿

γ′ =
βT 2−α

H

2α
∫ H

0

[
1−

(
1
2

) t
H
]α
dt

✭✸✳✶✶✮

◆♦2❡ ❢5♦♠ ✭✸✳✶✶✮ 2❤❛2 γ′ ✐9 ❛ ❞❡❝5❡❛9✐♥❣ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ α✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡5 ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ′ ✉♥❞❡5
❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡9✱ ✇✐2❤ 5❡9♣❡❝2 2♦ 2❤❡ γ ❡92✐♠❛2❡❞ ❢♦5 ❧✐♥❡❛5 ❞❛♠❛❣❡9✱ ✐9 ♥❡❝❡99❛5② 2♦

❤❛✈❡✱ ❛❢2❡5 ✶✵✵ ♣❡5✐♦❞9✱ 2❤❡ 9❛♠❡ ❝♦♥9✉♠♣2✐♦♥ ❧♦99 ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② 2❤❡ ❧♦99 ❢✉♥❝2✐♦♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧9

exp(−βT 2
H)✳ ❚❤✐9✱ ✐♥ 2✉5♥✱ ✐♠♣❧✐❡9 2❤❛2 ✇❤❡♥ α > 1 ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥✐2✐❛❧❧② ❤❛✈❡ 9♠❛❧❧❡5 ❧♦99❡9

❢♦5 ❧♦✇ ✐♥❝5❡❛9❡9 ♦❢ TH 2♦ ♠♦✈❡ 2♦ ❣5❡❛2❡5 ❧♦99❡9 ❢♦5 ❧❛5❣❡ ✐♥❝5❡♠❡♥29 ♦❢ 2❤❡ 2❡♠♣❡5❛2✉5❡✳

❚♦ ♣5♦✈✐❞❡ 9♦♠❡ ✐♥9✐❣❤2✱ ✇❡ 5❡❛♥❛❧②9❡ 2❤❡ ❲❚D ❛99✉♠✐♥❣ α = 1.25✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡9 ❛

♠♦❞❡92 ✐♥❝5❡❛9❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡①✐2② ✇✐2❤ 5❡9♣❡❝2 2♦ 2❤❡ ❜❛9❡❧✐♥❡ ❧✐♥❡❛5 ❝❛9❡✳ ❲❡ ♦❜2❛✐♥ E(γ′) =
0.0001068 ✇❤✐❝❤✱ ❛9 ❥✉92 9❛✐❞✱ ✐9 ❧♦✇❡5 2❤❛♥ 2❤❡ 92❛♥❞❛5❞ ❝❛9❡ E(γ) = 0.0001363✳ ❋✐❣✉5❡

✸✳✹❜ ❞❡♣✐❝29 2❤❡ 9✐2✉❛2✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 2❤❡5❡ ✐9 ♥♦ ✉♥❝❡52❛✐♥2② ♦♥ TH ♦5 γ′ ✭❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐2
9❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛5❡❞ ✇✐2❤ ❋✐❣✉5❡9 ✹ ✐♥ 2❤✐9 ♣❛♣❡5 ♦5 ✐♥ D✶✷✮✳ ❆9 ❡①♣❡❝2❡❞✱ 2❤❡ ❧♦✇❡5 γ′

♣5♦❞✉❝❡9 ❧♦✇❡5 ❲❚D9 ❢♦5 ❧♦✇ ♦5 ♠♦❞❡5❛2❡ ❧❡✈❡❧9 ♦❢ ✇❛5♠✐♥❣ ✭❜❡❧♦✇ ✸✲✹

◦C✮✱ ❜✉2 ❡✈❡♥2✉❛❧❧②

❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡ 2❛❦❡9 ♣❧❛❝❡ ❢♦5 ❤✐❣❤❡5 ✇❛5♠✐♥❣ ❧❡✈❡❧9 ✭✇❤❡♥ TH ✐9 ❛❜♦✉2 ✽✲✶✵

◦C✮ ✐♥✢❛2✐♥❣

2❤❡ ❲❚D✳

❋✐❣✉5❡ ✸✳✹❜✿ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ 2❡♠♣❡5❛2✉5❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✱ ❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.25

t

❖♥❝❡ ✉♥❝❡52❛✐♥2② ✐9 ✐♥25♦❞✉❝❡❞ ❛❣❛✐♥✱ ❲❚D9 ❛5❡ ❞❡♣✐❝2❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉5❡9 ✸✳✺❜✱ ✸✳✻❜ ❛♥❞

❞✐9♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶❜✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉5❡ ✸✳✺❜✱ ✇❤✐❝❤ 9❤♦✇9 ❲❚D9 ❛9 ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ τ ✱
2❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛2✐♦♥9 ❞✉❡ 2♦ α = 1.25 ❛♣♣❡❛5 2♦ ❜❡ ♠✐♥♦5✱ ❋✐❣✉5❡ ✸✳✻❜ ❞5❛✇9 2❤❡ ❛22❡♥2✐♦♥

♦❢ 2❤❡ 9✐❣♥✐✜❝❛♥2 ❡✛❡❝2 ❛2 ❧❡❛92 ❢♦5 ❧♦✇ ✈❛❧✉❡9 ♦❢ 2❤❡ ♣❛5❛♠❡2❡5 η✿ ✇❤❡♥ η = 1✱ 2❤❡ ❲❚D

❛5❡ ✈❡5② ❝❧♦9❡ 2♦ ✷ ❛♥❞ ✽✪ ✇❤❡♥ 2❤❡ ❞✐9❝♦✉♥2 5❛2❡ δ ✐9 ✵ ♦5 ✵✳✵✶✱ 5❡9♣❡❝2✐✈❡❧② ✳ ❚❤❡ 9❛♠❡

♥✉♠❜❡59 ✐♥ ❋✐❣✉5❡ ✸✳✻ ❛5❡ ❛❜♦✉2 ✶✳✺ ❛♥❞ ✺✳✺✪✳ ❉✉❡ 2♦ 2❤❡ ❞❡❝5❡❛9✐♥❣ 25❡♥❞ ♦❢ 2❤❡ ❲❚D

❛9 ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ η✱ ❞✐✛❡5❡♥❝❡9 ❢❛❞❡ ❢♦5 ♠❡❞✐✉♠ 2♦ ❧❛5❣❡ ✈❛❧✉❡9 ♦❢ η✳
❚❤❡ ✜592 2❤5❡❡ 5♦✇9 ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶❜ 9❤♦✇ 2❤❛2 ❧✐22❧❡ ❝❤❛♥❣❡9✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛5❡ ♦❜9❡5✈❡❞ ✐♥

2❤❡ ❜❛9❡❧✐♥❡ ❝❛9❡ ♦5 ✈❛5②✐♥❣ tmax ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✜①❡❞ 2❤❡ ✈❛❧✉❡9 ♦❢ 2❤❡ ♦2❤❡5 ♣❛5❛♠❡2❡59✳



✸✳✺✳ ❘❊❆◆❆▲❨❙■❙ ✶✵✸

▼♦%❡ ✐♥)❡%❡*)✐♥❣❧②✱ ✐) ❛❧*♦ ❞✐*❝❧♦*❡* )❤❛) ✇❤❡♥ α = 1.25 ❧❛%❣❡ ❡✛❡❝)* ❛%❡ ❝❛✉*❡❞ ❜② )❤❡

%❡❞✉❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❣%♦✇)❤ %❛)❡ g0✳ ❏✉*) )♦ ♣%♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ %♦✇ ✻ ❲❚A* ❢♦% w∗(0)
❛♥❞ w∗(3) ❥✉♠♣ )♦ ✵✳✶✾✸✺ ❛♥❞ ✵✳✶✸✶✻✱ ✇✐)❤ ✐♥❝%❡♠❡♥)* ❛❜♦✉) ✺ ♣❡%❝❡♥)❛❣❡ ♣♦✐♥)* ✇✐)❤

%❡*♣❡❝) )♦ )❤❡ *)❛♥❞❛%❞ ❝❛*❡ ✇❤❡%❡ α = 1✳ ❊✈❡♥ ♠♦%❡ *♣❡❝)❛❝✉❧❛% ❤✐❦❡* ❛%❡ ✈✐*✐❜❧❡ ✐♥

%♦✇* ✽ ❛♥❞ ✶✽✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛)✉%❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ g0 ❛♥❞ ❤✐❣❤ η✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦*✐♦♥ ♦❢ *♦♠❡

❲❚A* *❡❡♥ ✐♥ )❤❡ )❤✐%❞ ❛♥❞ ❢♦✉%)❤ ❝♦❧✉♠♥* ♦❢ )❤❡ )❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ %❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛%

❡✛❡❝)* ♦♥ )❤❡ ✉)✐❧✐)② ❣❡♥❡%❛)❡❞ ❜② ❧♦✇ ❣%♦✇)❤ %❛)❡*✱ α > 1 ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡* ❢♦% η✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛* gt = g0 − γ′T α

t ✱ ❝♦♥*✉♠♣)✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡❝%❡❛*❡ )♦ ✐♥✜♥✐)❡*✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧* ❢♦% ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥* ♦❢

♣❛%❛♠❡)❡%* )❤❛) ♠❛❦❡ )❤❡ ❣%♦✇)❤ %❛)❡ ♥❡❣❛)✐✈❡✳ ❈♦♥*❡K✉❡♥)❧②✱ )❤❡ ✉)✐❧✐)② ♦❢ ♥❡❛%❧② ♥✉❧❧

❝♦♥*✉♠♣)✐♦♥ ❝❛♥ ❛))❛✐♥ ✈❡%② ❧♦✇ ❛♥❞ ♥❡❣❛)✐✈❡ ✈❛❧✉❡*✱ ❡✛❡❝)✐✈❡❧② ❛♣♣%♦❛❝❤✐♥❣ −∞ ❛) ❢❛*)

*♣❡❡❞ ❢♦% ❧❛%❣❡ ✈❛❧✉❡* ♦❢ η✳ ❚❤❡ ❡①❛♠✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✜❢)❤ ❛♥❞ *✐①)❤ ❝♦❧✉♠♥* *❤♦✇* )❤❛)

*❡))✐♥❣ α = 1.25 ❣❡♥❡%❛❧❧② ♣%♦❞✉❝❡* %❡❧❛)✐✈❡❧② *♠❛❧❧ ❡✛❡❝) ♦♥ w∗(3) ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ %❡❝❛❧❧✱ ♠❛②

❝♦%%❡*♣♦♥❞* )♦ ❛ *✐)✉❛)✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡%❛)❡ ❛❜❛)❡♠❡♥) ✐* *♦✉❣❤) ❢♦%✳

❋✐❣✉%❡ ✸✳✺❜✿ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡%)❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.25

t

■♥ ♦%❞❡% )♦ ❣✐✈❡ )❤❡ %❡❛❞❡% )❤❡ ✢❛✈♦✉% ♦❢ ✇❤❛) ✇♦✉❧❞ ❜❡ )❤❡ *❝❡♥❛%✐♦ ❛**✉♠✐♥❣ ❛♥

❡✈❡♥ ♠♦%❡ ❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝)✐♦♥✱ *❛② α = 1.5✱ ✇❡ ♣❧♦) )❤❡ ❡K✉✐✈❛❧❡♥) ♦❢ ❋✐❣✉%❡ ✹ ❛♥❞

✺ ♦❢ A✶✷ ✭❋✐❣✳ ✸✳✹❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✺❝✮✳ ❈♦♠♣❛%✐♥❣ ❋✐❣✉%❡* ✸✳✹✱ ✸✳✹❜ ❛♥❞ ✸✳✹❝✱ ✐) ❛♣♣❡❛%*

)❤❛) )❤❡ ♠♦%❡ ❝♦♥✈❡① )❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝)✐♦♥✱ )❤❡ ♠♦%❡ ❝♦♥✈❡① )❤❡ %❡❧❛)✐♦♥*❤✐♣ ❜❡)✇❡❡♥

❡①♣❡❝)❡❞ ✇❛%♠✐♥❣ ❛♥❞ )❤❡ ❲❚A )♦ ❦❡❡♣ )❤❡ ✇❛%♠✐♥❣ ❛) ③❡%♦✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ ❢%♦♠ ❛ ✈✐*✉❛❧

✐♥*♣❡❝)✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉%❡* ✸✳✺✱ ✸✳✺❜ ❛♥❞ ✸✳✺❝✱ w∗(τ) ❜❡❝♦♠❡* ✢❛))❡% ❢♦% ✐♥❝%❡❛*✐♥❣ ✈❛❧✉❡* ♦❢

α✱ *✐♥❝❡ ❤✐❣❤✲✇❛%♠✐♥❣ ❡✈❡♥)* ❛%❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧❧② ❝❛)❛*)%♦♣❤✐❝ ❛♥❞ )❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡**✲)♦✲♣❛② )♦

❛✈♦✐❞ )❤❡♠ ✐* *✉❜*)❛♥)✐❛❧✳ ■❢ α = 1.5✱ )❤❡%❡ ✐* ❛❧*♦ ❛ ❝✉%✐♦✉♦* ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ✐♥ )❤❡ ♣❛))❡%♥

♦❢ w∗(τ) ✐❢ ✇❡ ❛**✉♠❡ ❛♥ ❤✐❣❤❡% %✐*❦ ❛✈❡%*✐♦♥ η = 1.5✿ )❤❡%❡ ✐* ❛♥ ❤✐❣❤❡% w∗(τ = 0) ❜✉)

)❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡** )♦ ♣❛②✱ ♠♦✈✐♥❣ )♦✇❛%❞* ♠♦❞❡%❛)❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤) ❛❜❛)❡♠❡♥) ♣♦❧✐❝✐❡*✱ ❞❡❝%❡❛*❡*

♠♦%❡ *)❡❡♣❧② )❤❛♥ ❢♦% ❧❡** %✐*❦✲❛✈❡%*❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧*✳

❚❤✐* ❛♥❛❧②*✐*✱ ❢✉%)❤❡%✱ *✉❣❣❡*)* )❤❛) )❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❧❛%❣❡ α ✭*❛②✱ ❛ K✉❛❞%❛)✐❝ ❞❛♠❛❣❡

❢✉♥❝)✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ α = 2✮ ✐* ❧✐❦❡❧② )♦ %❡*✉❧)* ✐♥ ♣%♦❜❧❡♠❛)✐❝ ❡*)✐♠❛)❡* ♦❢

❲❚A* ❝❧♦*❡ )♦ ✶ ✭✐✳❡✳✱ ✶✵✵✪✮ ❢♦% *♦♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦)❤❡% ♣❛%❛♠❡)❡%* ♦❢ )❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙♦♠❡
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❋✐❣✉'❡ ✸✳✻❜✿ w∗(3) ✈❡'/✉/ η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01✱ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ gt = g0−γ
′T 1.25

t

❚❛❜❧❡ ✸✳✶❜✿ ❲❚</ ✇✐7❤ ❛❧7❡'♥❛7✐✈❡ ♣❛'❛♠❡7❡' ✈❛❧✉❡/✱ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝7✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.25
t

❈❛/❡/ w∗(0) w∗(3)
α = 1.25 α = 1 α = 1.25 α = 1

✶ ❇❛/❡ ❝❛/❡ ✵✳✵✶✷✵ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✻✼ ✵✳✵✵✺✸

✷ tmax = 300 ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✵✵✻✷ ✵✳✵✵✺✵

✸ tmax = 1000 ✵✳✵✶✸✺ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✽✸ ✵✳✵✵✺✸

✹ g0 = 0.010 ✵✳✵✹✸✻ ✵✳✵✸✻✾ ✵✳✵✷✻✼ ✵✳✵✶✼✾

✺ g0 = 0.005 ✵✳✵✾✼✼ ✵✳✵✼✻✶ ✵✳✵✻✸✸ ✵✳✵✸✽✹

✻ g0 = 0 ✵✳✶✾✸✺ ✵✳✶✹✸✷ ✵✳✶✸✶✻ ✵✳✵✼✺✵

✼ η = 4 ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✵✼

✽ η = 4✱ g0 = 0.010 ✵✳✼✷✸✵ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✼✷✷✸ ✵✳✵✵✷✾

✾ ε(TH) = 5◦C ✵✳✵✷✶✹ ✵✳✵✶✽✼ ✵✳✵✶✹✶ ✵✳✵✶✵✸

✶✵ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.010 ✵✳✵✽✵✶ ✵✳✵✺✾✻ ✵✳✵✺✼✵ ✵✳✵✸✺✵

✶✶ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.005 ✵✳✶✼✼✻ ✵✳✶✷✷✸ ✵✳✶✸✷✽ ✵✳✵✼✹✻

✶✷ ε(γ) = 0.0002136 ✵✳✵✷✺✵ ✵✳✵✷✹✵ ✵✳✵✶✹✼ ✵✳✵✶✶✷

✶✸ ε(γ) = 0.0002136✱ g0 = 0.015 ✵✳✵✹✺✸ ✵✳✵✹✵✷ ✵✳✵✷✼✻ ✵✳✵✶✾✹

✶✹ ε(TH) = 5◦C✱ ε(γ) = 0.0002136 ✵✳✵✹✺✵ ✵✳✵✸✽✹ ✵✳✵✸✵✺ ✵✳✵✷✶✽

✶✺ g0 = 0✱ δ = 0.01 ✵✳✵✹✸✻ ✵✳✵✸✻✾ ✵✳✵✷✻✼ ✵✳✵✶✼✾

✶✻ g0 = 0✱ δ = 0.02 ✵✳✵✶✷✵ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✻✼ ✵✳✵✵✺✸

✶✼ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✵✷✶✸ ✵✳✵✶✾✻ ✵✳✵✶✷✹ ✵✳✵✵✾✶

✶✽ η = 4✱ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✽✻✽✸ ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✽✻✼✽ ✵✳✵✵✹✺

✶✾ ε(TH) = 5◦C✱ g0 = 0.010✱ δ = 0.01 ✵✳✵✷✶✹ ✵✳✵✶✽✼ ✵✳✵✶✹✶ ✵✳✵✶✵✸

◆♦"❡$ ✿ ✉♥❧❡%% ♦'❤❡)✇✐%❡ ✐♥❞✐❝❛'❡❞✱ δ = 0✱ η = 2✱ g0 = 0.020✱ ε(TH) = 3.7◦C✱ ε(γ) = 0.0001068✱ tmax = 500
②❡❛)%✳
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❋✐❣✉'❡ ✸✳✹❝✿ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ 3❡♠♣❡'❛3✉'❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✱ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝3✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.5

t

❋✐❣✉'❡ ✸✳✺❝✿ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡'3❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝3✐♦♥ gt = g0 − γ′T 1.5

t
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#❡✢❡❝'✐♦♥+ ♦♥ '❤❡ '❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧'✐❡+ ❛♥❞ ♣#❛❝'✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛'✐♦♥+ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢

'❤❡ ❲❚7 ✐♥ '❤✐+ ❛♥❞ ♦'❤❡# ❝❛+❡+ ❢♦#♠ '❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ♥❡①' +❡❝'✐♦♥✳

✸✳✺✳✷ ◆♦♥✲❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛--❡.♥ ♦❢ -❡♠♣❡.❛-✉.❡ ✐♥❝.❡❛3❡

7✶✷ ❤❛+ ❛ ✈❡#② ❡❧❡❣❛♥' ❢♦#♠✉❧❛'✐♦♥ ❢♦# '❤❡ ♣❛''❡#♥ ♦❢ Tt✱ #❡♣♦#'❡❞ ✐♥ ❊B✉❛'✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇+ ❢♦# ❛♥ ❡❧❡❣❛♥' ❝❧♦+❡❞✲❢♦#♠ +♦❧✉'✐♦♥ ❢♦# Ct ✭❊B✉❛'✐♦♥ ✭✸✳✸✮✮✳ Tt ✐+ ❛♥ ❛❧✇❛②+

❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❆♥②✇❛②✱ '❤❡ ♠♦#❡ #❡❝❡♥' ■7❈❈ ✭✷✵✶✹✮✱ ✐♥ ♣❛#'✐❝✉❧❛# ✜❣✉#❡ ✷✳✽ ❜ ♣✳ ✼✹✱

+✉❣❣❡+'+ '❤❛' '❤❡ ♣❛''❡#♥ ♦❢ '❡♠♣❡#❛'✉#❡ ✐♥❝#❡❛+❡ ✐+ ♥♦' ❢♦#❡❝❛+'❡❞ '♦ ❜❡ ❛❧✇❛②+ ❝♦♥❝❛✈❡✱

❛' ❧❡❛+' ❛+ ❢❛# ❛+ '❤❡ +❝❡♥❛#✐♦+ ✇✐'❤ ❧❡++ ♠✐'✐❣❛'✐♦♥ ✭❘7❈✽✳✺ ❛♥❞ ❘❈7✻✳✵✮ ❛#❡ ❝♦♥❝❡#♥❡❞✳

❆ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❢♦#♠ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐'❤ #❡❝❡♥' ❝❧✐♠❛'❡ +❝✐❡♥'✐+'+ ♣#♦❥❡❝'✐♦♥+ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜#+' ❝♦♥✈❡①

❛♥❞ '❤❡♥ +❤♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥✈❡①✐'② ❛❢'❡# ♠♦#❡ ♦# ❧❡++ ♦♥❡ ❝❡♥'✉#②✱ ❛❝'✉❛❧❧② ❛♣♣#♦❛❝✐♥❣

❛♣♣#♦①✐♠❛'❡❧② 2TH ❛+ t ❜❡❝♦♠❡+ ❧❛#❣❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛'❡ ✐+ '❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ❢♦#♠ ♦❢ ❛ +✐❣♠♦✐❞

❢✉♥❝'✐♦♥ ✭f(x) = a
1+bc−x + d✮✿

T ′
t =

aTH
1 + bc−(t−H)

+ dTH ✭✸✳✶✷✮

❚❤✐+ ❢♦#♠✉❧❛'✐♦♥✱ ✇✐'❤ TH ♠✉❧'✐♣❧②✐♥❣ ❜♦'❤ a ❛♥❞ d✱ ♠❛❦❡+ +✉#❡ '❤❛' '❤❡ ♣❛''❡#♥

❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❢♦#❡❝❛+' ❛' ❤♦#✐③♦♥ H ❛♥❞ '❤❛'✱ ❛+ TH ❣♦❡+ '♦ ③❡#♦✱ Tt ❣♦❡+
'♦ ③❡#♦ ❢♦# ❛❧❧ ♣♦++✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ t

❚❤❡#❡ ❛#❡ ❢♦✉# ♣❛#❛♠❡'❡#+ '♦ ❜❡ ❞❡'❡#♠✐♥❡❞✿ a✱ b✱ c ❛♥❞ d✳ ❲❡ ✐❞❡♥'✐❢② '❤❡♠ '❤#♦✉❣❤

❛ +✐+'❡♠ ♦❢ ❢♦✉# ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❢♦✉# ♥♦♥✲❧✐♥❡❛# ❡B✉❛'✐♦♥+✳ ❋#♦♠ '❤❡ ■!❈❈ ✷✵✶✹ ✇❡ ❤❛✈❡

♠❡❛♥ ❢♦#❡❝❛+'+ ✉♥❞❡# '❤❡ ♥♦✲♠✐'✐❣❛'✐♦♥ +❝❡♥❛#✐♦ ❢♦# ✷✵✹✻✲✷✵✻✺ ✭2.0oC✮ ❛♥❞ ❢♦# ✷✵✽✶✲✷✶✵✵

✭3.7oC✮✱ '❤❡#❡❢♦#❡ T ′
65 = 2.0 ❛♥❞ T ′

H = T ′
100 = 3.7 = TH ✳ ❲❡ ❦❡❡♣ ❢#♦♠ 7✶✷ '❤❡ ❛++✉♠♣'✐♦♥

'❤❛' T ′
+∞ = 2 · TH = 7.4✳ ❚❤❡ ❧❛+' ❡B✉❛'✐♦♥ ✐+✱ '#✐✈✐❛❧❧②✱ T ′

0 = 0✳ ▲✐❦❡ ❢♦# 7✶✷✱ H = 100✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②'✐❝❛❧ ❞❡#✐✈❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣#♦♣❡# ✈❛❧✉❡+ ♦❢ a✱ b✱ c ❛♥❞ d ✐+ #❡♣♦#'❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①

✸✳❇✳

❆+ ❢♦# '❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡+ ♦❢ ❙❡❝'✐♦♥ ✸✳✺✳✶✱ ✐' ✐+ ♥❡❝❡++❛#② '♦ ❡+'✐♠❛'❡ ❛ ♥❡✇

❞✐+'#✐❜✉'✐♦♥ ❢♦# '❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' γ′′✳ ❋♦#'✉♥❛'❡❧②✱ '❤❡#❡ ✐+ ❛ ❝❧♦+❡❞✲❢♦#♠ +♦❧✉'✐♦♥ ❢♦#∫ t

0
g′′t dt =

∫ t

0
g0 − γ′′T ′

tdt✳ ❯♥❢♦#'✉♥❛'❡❧②✱ ✐' ✐+ ❧❡++ ❡❧❡❣❛♥' '❤❛♥ '❤❡ ♦#✐❣✐♥❛❧ ❢♦#♠✉❧❛'✐♦♥

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ Tt✿

Ct = C0 exp
(
g0t− γ′′TH

( a

log c
log

(bcH + ct

bcH + 1

)
+ d · t

))

❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ ♥❡✇ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❡B✉❛'✐♥❣ '❤❡ ❧♦++ ✐♥ ❧❡✈❡❧+ ❛' ❤♦#✐③♦♥ H = 100
✇✐'❤ '❤❡ ❧♦++ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② '❤❡ ❞❛♠❛❣❡✲✐♥✲❣#♦✇'❤ ❢✉♥❝'✐♦♥✿

g0H − γ′′TH

( a

log c
log

(cH(b+ 1)

bcH + 1

)
+ dH

)
= g0H − β(T 2

H) ✭✸✳✶✸✮

γ′′
( a

log c
log

(cH(b+ 1)

bcH + 1

)
+ dH

)
= βTH ✭✸✳✶✹✮

γ′′ =
βTH

a
log c

log
(

cH(b+1)
bcH+1

)
+ dH

✭✸✳✶✺✮

❲❡ ♦❜'❛✐♥ E(γ′′) = 0.0001828 ✇❤✐❝❤ ✐+ ❤✐❣❤❡# '❤❛♥ '❤❡ +'❛♥❞❛#❞ ❝❛+❡ E(γ) = 0.0001363✳
■♥ '❤❡ #❛♥❣❡ 0 < t < 100✱ Tt ✐+ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❤✐❧❡ T ′

t ✐+ ❝♦♥✈❡①✳ T0 = T ′
0 ❛♥❞ T100 = T ′

100✱
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✐♠♣❧②✐♥❣ Tt > T ′
t ∀t : 0 < t < 100✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❞❛♠❛❣❡1 ❛2❡ ❛11✉♠❡❞ 4♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛2 ✐♥ ❜♦4❤

❝❛1❡1✱ ❛♥ ❤✐❣❤❡2 ❡①♣❡❝4❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 4❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥4 ✐1 ♥❡❡❞❡❞ 4♦ ♣2♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♣❡❝4❡❞

✸✪ ❧♦11 ✐♥ ❧❡✈❡❧1 ❛❢4❡2 ✶✵✵ ②❡❛21✳

❚❤❡2❡ ❛2❡ 4✇♦ ❡✛❡❝41 4❤❛4 ✐♥✢✉❡♥❝❡ 4❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡11 4♦ ♣❛②✳ ❚❤❡ ✜214 ♦♥❡ ✐1 4❤❛4 ❛

1✐❣♠♦✐❞ ♣❛44❡2♥ ✐1 ❧✐♥❦❡❞ 4♦ ❛ ❞✐142✐❜✉4✐♦♥ ❢♦2 4❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥4 ✇✐4❤ ❤✐❣❤❡2 ♠❡❛♥✱

✇❤✐❝❤ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉1❧② ✐♥❝2❡❛1❡1 4❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡11 4♦ ♣❛②✳ ❚❤❡ ❝♦♥1❡D✉❡♥❝❡1 ♦❢ 4❤❡ 1❡❝♦♥❞

❡✛❡❝4 ❛2❡ ❧❡11 42✐✈✐❛❧✿ ❛1 ✐4 ✐1 ♣♦11✐❜❧❡ 4♦ ❛♣♣2❡❝✐❛4❡ ❢2♦♠ ❋✐❣✉2❡ ✸✳✷❞✱ ❢♦2 t < H Tt ≥ T ′
t ✱

✇❤✐❧❡ ❢♦2 t > H Tt ≤ T ′
t ✳ ❚❤✐1 ✐♠♣❧✐❡1 4❤❛4 4❤❡ ❡✛❡❝4 ♦❢ 4❤✐1 ♠♦❞✐✜❡❞ ❛11✉♠♣4✐♦♥ ♦♥ 4❤❡

✇✐❧❧✐♥❣♥❡11 4♦ ♣❛② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 4❤❡ 2❡❧❛4✐✈❡ ✐♠♣♦24❛♥❝❡ ♦❢ 4❤❡ ♣2❡1❡♥4 ❛♥❞ ♦❢ 4❤❡ ❢✉4✉2❡✳

❚❤❡ 2❡❧❛4✐✈❡ ✐♠♣♦24❛♥❝❡✱ ✐♥ 4✉2♥✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣2❡❢❡2❡♥❝❡1 ✭4❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ 2❡❧❛4✐✈❡ 2✐1❦ ❛✈❡21✐♦♥

η✱ 4❤❡ ❞✐1❝♦✉♥4 2❛4❡ δ✱ 4❤❡ 4✐♠❡ 1♣❛♥ ❝♦♥1✐❞❡2❡❞✮ ❛♥❞ ♦♥ 4❤❡ ❣2♦✇4❤ 2❛4❡ ♦❢ 4❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✿

4❤❡ 142♦♥❣❡2 4❤❡ ❣2♦✇4❤ ♦❢ ●❉L✱ 4❤❡ ❧❡11 1♦❝✐❡4② ❤❛1 4♦ ✇♦22② ❛❜♦✉4 ✇♦✉♥❞1 ❢2♦♠ ❝❧✐♠❛4❡

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ 4❤❡ ❢❛2 ❢✉4✉2❡✳ ■♥ ♦2❞❡2 4♦ ❤❛✈❡ ❛ D✉❛♥4✐4❛4✐✈❡ ❡14✐♠❛4❡ ♦❢ 4❤❡ ♦✈❡2❛❧❧ ❡✛❡❝4✱

✇❡ 2❡❛♥❛❧②1❡ 4❤❡ ❲❚L ❛11✉♠✐♥❣ ❛ 1✐❣♠♦✐❞ ♣❛44❡2♥ ❢♦2 T ❜✉" ❦❡❡♣✐♥❣ E(TH) = 3.0oC ❛1

✐♥ L✶✷✳ ❱✐1✉❛❧ ✐♥1♣❡❝4✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉2❡1 ✸✳✹❞✱ ✸✳✺❞ ❛♥❞ ✸✳✻❞ ❛♥❞✱ ♠♦2❡ ❢♦2♠❛❧❧②✱ 4❤❡ ❛♥❛❧②1✐1

♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶❞ ❝♦♥✜2♠1 4❤❛4 4❤❡ ✉♣✇❛2❞ ♣2❡11✉2❡ ❞♦♠✐♥❛4❡1 4❤❡ ❞♦✇♥✇❛2❞ ♦♥❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣

4♦ ❛♥ ✐♥❝2❡❛1❡ ✐♥ 4❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡11 4♦ ♣❛② ✉♥❞❡2 ❜❛1✐❝❛❧❧② ❛❧❧ 1❝❡♥❛2✐♦1✱ ♣♦11✐❜❧② ✇✐4❤ 4❤❡

❡①❝❡♣4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♦♥❡1 ✇✐4❤ η = 4✳ ❚❤✐1 ✐♥❝2❡❛1❡ ✐1 142♦♥❣❡2✱ ❜♦4❤ ✐♥ ❛❜1♦❧✉4❡ ❛♥❞ 2❡❧❛4✐✈❡

✈❛❧✉❡1✱ ❢♦2 1❝❡♥❛2✐♦1 ✐♥ ✇❤✐❝❤ 4❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❤❛1 ❛ ✇❡❛❦ ❣2♦✇4❤✱ ♦2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ 4❤❡ ❝♦♥1✐❞❡2❡❞

4✐♠❡ 1♣❛♥ ✐1 ❧♦♥❣❡2✱ ♦2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ 4❤❡ ❢✉4✉2❡ ✐1 ❞✐1❝♦✉♥4❡❞ ❧❡11 ❤❡❛✈✐❧②✳

❋✐❣✉2❡ ✸✳✷❞✿ L❛44❡2♥ ❝♦♠♣❛2✐1♦♥

✸✳✻ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

❚❤✐1 1❡❝4✐♦♥ ✐1 ❞❡✈♦4❡❞ 4♦ 4❤❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ 4❤2❡❡ ✐♠♣♦24❛♥4 ✐11✉❡1 ❢❛❝❡❞ ✐♥ ✈❡2✐❢②✐♥❣✱ ❡①✲

4❡♥❞✐♥❣ ♦2 2❡❛♥❛❧②1✐♥❣ L✶✷✳ ❋✐214❧②✱ ✇❡ ❞❡1❝2✐❜❡ ✇❤② ❝❛2❡ ✐1 ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❡14✐♠❛4✐♦♥ ♦❢

4❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥41 ♦❢ 4❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐1♣❧❛❝❡❞ ❞❡♥1✐4✐❡1 ❡14✐♠❛4❡❞ ❢♦2 TH ❛♥❞ γ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡

❤✐❣❤❧✐❣❤4 ❤♦✇ 4❤❡ 14❛4❡♠❡♥4 ✏✇✐"❤ "❤❡ ♦"❤❡( ♠♦♠❡♥"+ ♦❢ "❤❡ ❞✐+"(✐❜✉"✐♦♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✑ ❤❛1
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❋✐❣✉'❡ ✸✳✹❞✿ w∗(0)✱ ❦♥♦✇♥ 3❡♠♣❡'❛3✉'❡ ❝❤❛♥❣❡ TH ✱ η = 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞
δ = 0✱ 9✐❣♠♦✐❞ ♣❛33❡'♥ T ′

t =
aTH

1+bc−(t−H) + dTH

❋✐❣✉'❡ ✸✳✺❞✿ w∗(τ)✱ TH ❛♥❞ γ ✉♥❝❡'3❛✐♥✱ η = 1.5, 2✱ g0 = 0.015, 0.020, 0.025✱ ❛♥❞ δ = 0✱
9✐❣♠♦✐❞ ♣❛33❡'♥ T ′

t =
aTH

1+bc−(t−H) + dTH



✸✳✻✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ✶✵✾

❋✐❣✉'❡ ✸✳✻❞✿ w∗(3) ✈❡'/✉/ η✳ g0 = 0.020 ❛♥❞ δ = 0, 0.01✱ /✐❣♠♦✐❞ ♣❛66❡'♥ T ′
t =

aTH

1+bc−(t−H) +
dTH

❚❛❜❧❡ ✸✳✶❞✿ ❲❚;/ ✇✐6❤ ❛❧6❡'♥❛6✐✈❡ ♣❛'❛♠❡6❡' ✈❛❧✉❡/✱ /✐❣♠♦✐❞ ♣❛66❡'♥ T ′
t =

aTH

1+bc−(t−H) +
dTH

❈❛/❡/ w∗(0) w∗(3)
❙✐❣♠♦✐❞ ❈♦♥❝❛✈❡ ❙✐❣♠♦✐❞ ❈♦♥❝❛✈❡

✶ ❇❛/❡ ❝❛/❡ ✵✳✵✶✸✺ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✻✸ ✵✳✵✵✺✸

✷ tmax = 300 ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✵✵✺✽ ✵✳✵✵✺✵

✸ tmax = 1000 ✵✳✵✶✸✻ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✻✹ ✵✳✵✵✺✸

✹ g0 = 0.010 ✵✳✵✺✸✵ ✵✳✵✸✻✾ ✵✳✵✷✼✺ ✵✳✵✶✼✾

✺ g0 = 0.005 ✵✳✶✶✼✾ ✵✳✵✼✻✶ ✵✳✵✻✺✵ ✵✳✵✸✽✹

✻ g0 = 0 ✵✳✷✷✻✷ ✵✳✶✹✸✷ ✵✳✶✸✶✺ ✵✳✵✼✺✵

✼ η = 4 ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✼

✽ η = 4✱ g0 = 0.010 ✵✳✶✵✾✹ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✶✵✼✵ ✵✳✵✵✷✾

✾ ε(TH) = 5oC ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✶✽✼ ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✶✵✸

✶✵ ε(TH) = 5oC✱ g0 = 0.010 ✵✳✵✽✽✶ ✵✳✵✺✾✻ ✵✳✵✺✺✸ ✵✳✵✸✺✵

✶✶ ε(TH) = 5oC✱ g0 = 0.005 ✵✳✶✾✸✻ ✵✳✶✷✷✸ ✵✳✶✷✽✻ ✵✳✵✼✹✻

✶✷ ε(γ) = 0.0003656 ✵✳✵✷✻✸ ✵✳✵✷✹✵ ✵✳✵✶✶✾ ✵✳✵✶✶✷

✶✸ ε(γ) = 0.0003656✱ g0 = 0.015 ✵✳✵✺✸✸ ✵✳✵✹✵✷ ✵✳✵✷✼✼ ✵✳✵✶✾✹

✶✹ ε(TH) = 5oC✱ ε(γ) = 0.0003656 ✵✳✵✹✻✷ ✵✳✵✸✽✹ ✵✳✵✷✼✺ ✵✳✵✷✶✽

✶✺ g0 = 0✱ δ = 0.01 ✵✳✵✺✸✵ ✵✳✵✸✻✾ ✵✳✵✷✼✺ ✵✳✵✶✼✾

✶✻ g0 = 0✱ δ = 0.02 ✵✳✵✶✸✺ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✻✸ ✵✳✵✵✺✸

✶✼ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✵✷✺✶ ✵✳✵✶✾✻ ✵✳✵✶✷✸ ✵✳✵✵✾✶

✶✽ η = 4✱ g0 = 0.005✱ δ = 0.01 ✵✳✹✵✶✶ ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✸✾✽✸ ✵✳✵✵✹✺

✶✾ ε(TH) = 5oC✱ g0 = 0.010✱ δ = 0.01 ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✶✽✼ ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✶✵✸

◆♦"❡$ ✿ ✉♥❧❡%% ♦'❤❡)✇✐%❡ ✐♥❞✐❝❛'❡❞✱ δ = 0✱ η = 2✱ g0 = 0.020✱ ε(TH) = 3.7◦C✱ ε(γ) = 0.0001828✱ tmax = 500
②❡❛)%✳
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"♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡3"✐❣❛"❡ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ 3❡❡♠✐♥❣❧② ✐99❡❧❡✈❛♥" ❛♥❞ "❡❝❤♥✐❝❛❧

♣♦3✐"✐♦♥3 9❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ✉♣♣❡9 ❡①"9❡♠❡3 ♦❢ ✐♥"❡❣9❛"✐♦♥✱ ❛3 +∞ ❝❛♥♥♦" ♠❛"❡9✐❛❧❧② ❜❡ ✉3❡❞

✐♥ ✭♠♦3" ♦❢✮ ♥✉♠❡9✐❝❛❧ 9♦✉"✐♥❡3 9♦✉"✐♥❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡①" "❤9❡❡ 3✉❜3❡❝"✐♦♥3 ❡①♣❧♦9❡

♦♥❡ ✐33✉❡ ❛" ❛ "✐♠❡✳

✸✳✻✳✶ ❊%&✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❡♥%✐&✐❡%

?✶✷ ❛33✉♠❡3 "❤❛" "❤❡ "✇♦ ♠♦3" ✐♠♣♦9"❛♥" ✉♥❝❡9"❛✐♥ A✉❛♥"✐"✐❡3 ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛9❡ ❞✐3✲

"9✐❜✉"❡❞ ❛3 ❞✐3♣❧❛❝❡❞ ❣❛♠♠❛ ❞✐3"9✐❜✉"✐♦♥3✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡9 "❤❡ ❜♦♥✉3 ♦❢ ❛ 9❡♠❛9❦❛❜❧❡ ❛♥❛✲

❧②"✐❝❛❧ "9❛❝"❛❜✐❧✐"②✳ ❍♦✇❡✈❡9✱ ♠♦3" ♦❢ ✇❤❛" ✇❡ 3❛② ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞✱ ✇✐"❤ 3✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉3

❝❤❛♥❣❡3✱ ❢♦9 ❛♥② ❞✐3"9✐❜✉"✐♦♥✳ ❊33❡♥"✐❛❧❧②✱ ❛3 f(x|r, λ, θ) ❞❡♣❡♥❞3 ♦♥ "❤9❡❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛✲

9❛♠❡"❡93 "♦ ❜❡ ❡3"✐♠❛"❡❞✱ "❤9❡❡ ❡A✉❛"✐♦♥3 3❤♦✉❧❞ 3✉✣❝❡ ❢♦9 "❤❡ ❡3"✐♠❛"✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥

✸✳✸✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ 3❛② ❢♦9 TH ✱ "❤❡ 3✉♠ ♦❢ 3A✉❛9❡❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥3 ❢9♦♠ "❤❡ ❣✐✈❡♥ ✏♠♦✲

♠❡♥"3✑✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡9❡ ✐♥ "✉9♥ ❡①"9❛❝"❡❞ ❢9♦♠ "❤❡ ❧✐"❡9❛"✉9❡✳ ❆3 "❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ❞✐3♣❧❛❝❡❞

❣❛♠♠❛ ✐3 ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡A✉❛❧ "♦ r/λ+ θ "❤❡ 3✉♠ ♦❢ 3A✉❛9❡❞ ❡99♦93 ✐3✿

( r
λ
+ θ − 3

)2

+

(∫ 7

θ

f(x|r, λ, θ) dx− 0.95

)2

+

(∫ 10

θ

f(x|r, λ, θ)dx − 0.99

)2

,

✇❤❡9❡ "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥3 E(TH) = 3◦C✱ Pr(TH ≤ 7◦C) = 0.95 ❛♥❞ Pr(TH ≤ 10◦C) = 0.99
❝❛♥ ❜❡ ❡❛3✐❧② 3❡❡♥✳ ❚❤❡ ♣9❡✈✐♦✉3 ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ r, λ, θ ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉3❧② ❜❡ ♦♣"✐♠✐③❡❞ ❜✉" ❛❝❝✉9❛"❡

9❡3✉❧"3 ✇❡9❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❛❢"❡9 "❤❡ 3❡❧❡❝"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ❘ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦♣"✐♠ ♦❢ "❤❡ ♥✉♠❡9✐❝❛❧

♠❡"❤♦❞ ✏❇❋●❙✑ 9❛"❤❡9 "❤❛♥ "❤❡ ❞❡❢❛✉❧" ❝❤♦✐❝❡✳ ❊✈❡♥ ♠♦9❡ ❝9✉❝✐❛❧❧②✱ ♠♦3" ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥

♣❛❝❦❛❣❡3✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ "❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉3❡❞✱ ✐♠♣❧✐❝✐"❧② ❛33✉♠❡ ❜② ❞❡❢❛✉❧" "❤❛" "❤❡ 3❡♥3✐"✐✈✐"②

♦❢ "❤❡ "❛9❣❡" ❢✉♥❝"✐♦♥ ✇✐"❤ 9❡3♣❡❝" "♦ ❝❤❛♥❣❡3 ✐♥ "❤❡ ✈❛9✐❛❜❧❡3 ✭♦9 ♣❛9❛♠❡"❡93✱ ✐♥ ♦✉9 ❝❛3❡✮

❛9❡ ♦❢ "❤❡ 3❛♠❡ ♠❛❣♥✐"✉❞❡✳

❲❤✐❧❡ "❤✐3 ✐3 9♦✉❣❤❧② "9✉❡ ✐♥ "❤❡ ❡3"✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❞❡♥3✐"② ❢♦9 TH ✱ ✐" ✐3 ❞❡✜♥✐"❡❧② ♥♦"

"❤❡ ❝❛3❡ ❢♦9 "❤❡ ♣❛9❛♠❡"❡93 ♦❢ "❤❡ ❞❡♥3✐"② ♦❢ ✐♠♣❛❝" γ✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡9 ❜② 3❡✈❡9❛❧ ♦9❞❡93

♦❢ ♠❛❣♥✐"✉❞❡ ❛♥❞ ❛9❡ 9❡♣♦9"❡❞ ✐♥ ?✶✷ "♦ ❜❡ r = 4.5, λ = 21341 ❛♥❞ θ = −7.46 · 10−5
✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ 3✐♠✐❧❛9 ❝❛3❡3 "❤❡ ❞❡❢❛✉❧" ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ "❤❡ ♥✉♠❡9✐❝❛❧ ♠❡"❤♦❞ ♠❛② ❢❛✐❧ "♦ ❜❡

"❤❡ ❝♦99❡❝" ♦♥❡✱ ♣♦33✐❜❧② 9❡3✉❧"✐♥❣ ✐♥ ✐♥❛❝❝✉9❛"❡ 9❡3✉❧"3✳ ❚♦ "❛❝❦❧❡ "❤✐3 ✏3❝❛❧✐♥❣✑ ♣9♦❜❧❡♠

✭◆❛3❤✱ ✷✵✶✹✮ "❤❡ ✉3❡9 ❝❛♥ ♣9♦✈✐❞❡ ♦♣"✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦9♠❛"✐♦♥ "♦ "❤❡ ❛❧❣♦9✐"❤♠✱ ❜❛3✐❝❛❧❧② ❣✐✈✐♥❣

"❤❡ ❝♦99❡❝" ♠❛❣♥✐"✉❞❡3 ❛3 ❛♥ ✭❛❞❞✐"✐♦♥❛❧✮ ✐♥♣✉"✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ♦✉9 ❝♦❞❡ ✇❡ ✉3❡ "❤❡

♦♣"✐♦♥ ♣❛&'❝❛❧❡ "♦ ❢❡❡❞ "❤❡ ♦♣"✐♠✐③❡9 ✇✐"❤ "❤❡ ♣9♦♣❡9 ♣❛&❛♠❡"9✐❝ '❝❛❧❡3✳

❚♦ 3✉♠♠❛9✐③❡✱ ✐" 3❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣" ✐♥ ♠✐♥❞ "❤❛" ✐♥ "❤✐3 ❝❛3❡ ♦"❤❡9 "❤❛♥ "❤❡ ❞❡❢❛✉❧"3 ❝♦♠✲

♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ♠❡"❤♦❞3 ❛♥❞ 3❝❛❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥"3 ✇❡9❡ ♣9♦✈✐❞❡❞ "♦ "❤❡ ♦♣"✐♠✐③❡9 ✐♥ ❘✳ ❖❜✈✐♦✉3❧②✱

❝❛9❡ ❛♥❞ 3♦♠❡ ❡①♣❡9✐❡♥❝❡ ❛9❡ ♥❡❡❞❡❞ "♦ ❝✉3"♦♠✐③❡ 3♦♠❡ ❞❡"❛✐❧3 ♣9✐♦9 "♦ ♠✐♥✐♠✐③❛"✐♦♥ ❛♥❞

❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ 3❝9✉"✐♥② ❛♥❞ ❝❤❡❝❦3 ♦❢ "❤❡ ❛❞❡A✉❛❝② ♦❢ "❤❡ 9❡3✉❧"3✱ ✇✐"❤ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ♦9 ❣9❛♣❤✐❝❛❧

♠❡"❤♦❞3✱ ❛9❡ ❛❞✈✐3❡❞✳ ❚❤❡ "❛3❦ ✐3 ❤✉❣❡❧② ❢❛❝✐❧✐"❛"❡❞ ✇❤❡♥ 9❡♣❧✐❝❛"✐♥❣ ❛♥ ❡①✐3"✐♥❣ ♣❛♣❡9

"❤❛" ❝❛♥ ❜❡ ✐♥3♣❡❝"❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛9 "♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤❛9❞❡9 ✐❢ ♥♦ ❤✐♥" ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❡33❡❞✱ 3❛② ♦♥

3"❛9"✐♥❣ ♣♦✐♥"3 ♦9 3✐③❡3✱ ❢9♦♠ ♦"❤❡9 3♦✉9❝❡3✳

✸✳✻✳✷ ❖♥ %❡♥%✐&✐✈✐&② ❛♥❛❧②%✐%

❆♠♦♥❣ "❤❡ 3❡✈❡9❛❧ 3❡♥3✐"✐✈✐"② ❛♥❛❧②3✐3 9❡♣♦9"❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ 3♦♠❡ ❝♦♥❝❡9♥ ❛♥ ✐♥❝9❡❛3❡

✐♥ "❤❡ ♠❡❛♥ µ ♦❢ TH ♦9 γ ♦9 ✐♥ ❜♦"❤ ♦❢ "❤❡♠✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐"❛"❡ "❤❡ 9❡❛❞❡9 ✐♥ ✏✈❡9✐❢②✐♥❣ ♦✉9

✈❡9✐✜❝❛"✐♦♥✑✱ ✇❡ ❜9✐❡✢② ♦✉"❧✐♥❡ ❤♦✇ "♦ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ 3❛♠❡ 9❡3✉❧"3 ♦❢ ?✶✷✳



✸✳✻✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ✶✶✶

❚❤❡ $%❛%❡♠❡♥% ✏✇✐"❤ "❤❡ ♦"❤❡& ♠♦♠❡♥") ♦❢ "❤❡ ❞✐)"&✐❜✉"✐♦♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✑ ♠❡❛♥$ %❤❛% %❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ♠✉$% ♥♦% ❜❡ ❛❧%❡1❡❞✱ ❛♥❞ %❤❛% %❤❡ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ %❤❡ ♣❛1❛♠❡%❡1$ r ❛♥❞ λ ❤❛✈❡ %♦ ❜❡

❝❤♦$❡♥ ✐♥ $✉❝❤ ❛ ✇❛② %♦ ❧❡❛✈❡ σ2
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❣❡% %❤❡ ❞❡$✐1❡❞ µ ❛♥❞ ❧❡% %❤❡ ♠♦♠❡♥%$ ❜❡②♦♥❞

%❤❡ $❡❝♦♥❞ %♦ ✈❛1②✳ ❊①♣❧♦✐%✐♥❣ %❤❡ ♣1♦♣❡1%✐❡$ ♦❢ %❤❡ ❞✐$♣❧❛❝❡❞ ❣❛♠♠❛ ❞✐$%1✐❜✉%✐♦♥✱ ✐% ❝❛♥

❜❡ $❤♦✇♥ %❤❛% %❤❡1❡ ✐$ ❛ ❝❧♦$❡❞✲❢♦1♠ $♦❧✉%✐♦♥ ❢♦1 r ❛♥❞ λ ❛$ ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ µ✱ σ2
❛♥❞ θ✿

r =
(µ− θ)2

σ2

❛♥❞

λ =
(µ− θ)

σ2
.

❲❡ ❛❞♦♣%❡❞ %❤✐$ ♣1♦❝❡❞✉1❡ ❛♥❞ ❣♦% ❡$%✐♠❛%❡$ ❢♦1 ❝❛$❡$ ✾✕✶✹ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✈✐1%✉❛❧❧② ✐❞❡♥%✐❝❛❧

%♦ %❤❡ ♦♥❡$ ❝♦♥%❛✐♥❡❞ ✐♥ D✶✷✳

✸✳✻✳✸ ❖♥ %❤❡ ✉♣♣❡* ❧✐♠✐%. ♦❢ ✐♥%❡❣*❛%✐♦♥

❚❤❡ F✉❛♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❲❚D$ ❡♥%✐1❡❧② 1❡❧✐❡$✱ ❛$ ✇❡ ❤❛✈❡ $❡❡♥ ✐♥ ♣1❡✈✐♦✉$ $❡❝%✐♦♥$✱

♦♥ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ %✇♦ ✭♠✉❧%✐✲❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧✮ ✐♥%❡❣1❛❧$ ✐♥ ✭✸✳✼✮✳ ■♥ ♣1✐♥❝✐♣❧❡✱ %❤❡$❡

✐♥%❡❣1❛❧$ ❛1❡ %♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ♦✈❡1 ✐♥%❡1✈❛❧$ 1❡❛❝❤✐♥❣ +∞✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ ❢♦1 ♣1❛❝%✐❝❛❧ 1❡❛$♦♥$✱

%❤❡ $✉♣♣♦1% ♦❢ TH ❛♥❞ γ ✐$ %1✉♥❝❛%❡❞ ❛♥❞ %❤❡ ✉♣♣❡1 ❧✐♠✐%$ ✐♥ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥$ ❛1❡

✐♥$%❡❛❞ %❛❦❡♥ %♦ ❜❡ ❧❛1❣❡ ♥✉♠❜❡1$✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦%❡ ❜② Tmax ❛♥❞ γmax✳ ❲❡ 1❡❝❛❧❧ %❤❛%

%❤❡ $❛♠❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ $❤♦1%❝✉% ✐$ ❡①♣❧✐❝✐%❧② ♠❡♥%✐♦♥❡❞ ✐♥ D✶✷ ✇❤❡♥✱ $❛②✱ %❤❡ ✉%✐❧✐%② ♦❢

❝♦♥$✉♠♣%✐♦♥ ✐$ ✐♥%❡❣1❛%❡❞ ✉♣ %♦ tmax = 500 ✭♦1 ✶✵✵✵ ✐♥ %❤❡ 1♦❜✉$%♥❡$$ ❝❤❡❝❦ ♦❢ 1♦✇ ✸

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❆❧❧ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ✐♥ %❤✐$ ✇♦1❦ ✉$❡❞ Tmax = 15 ◦C ❛♥❞ γmax = 0.0007✳
■♥%✉✐%✐✈❡❧②✱ %❤✐$ ✐$ ❥✉$%✐✜❡❞ ❜② %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %1✉♥❝❛%✐♥❣ %❤❡ ❞✐$%1✐❜✉%✐♦♥$ $❤♦✉❧❞ ♥♦% ❤❛✈❡

❛ ❧❛1❣❡ ❡✛❡❝% ♣1♦✈✐❞❡❞ %❤❛% Tmax ❛♥❞ γmax ❛1❡ ✏❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✑✳

✶✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ $❤♦✇$ %❤❡ ❲❚D w∗(0) ❢♦1 %❤❡ ❜❛$❡❧✐♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ ♣❛1❛♠❡%❡1$ ✭❝♦11❡✲

$♣♦♥❞✐♥❣ %♦ 1♦✇ ✶ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ❛$ ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✉♣♣❡1 ❧✐♠✐%$ ♦❢ ✐♥%❡❣1❛%✐♦♥ ❢♦1 TH
❛♥❞ γ✳ ❖✉1 1❡❢❡1❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ w∗(0) = 0.0118✱ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ γmax = 0.0007 ❛♥❞ Tmax = 15✱
✐$ $✐♥❣❧❡❞ ♦✉% ❛♥❞ ❜♦❧❞❢❛❝❡❞ ✐♥ %❤❡ %❛❜❧❡✳ ■% ✐$ ❝❧❡❛1 %❤❛% 1❡♣❧❛❝✐♥❣ +∞ ✐♥ %❤❡ ✐♥%❡❣1❛❧$

✇✐%❤ $♠❛❧❧❡1 ✈❛❧✉❡$ ❤❛$ ❧✐%%❧❡ ❝♦♥$❡F✉❡♥❝❡$ ❛♥❞✱ ✉♥❧❡$$ 1❡❛❧❧② %♦♦ $♠❛❧❧ Tmax ♦1 γmax ❛1❡

❝❤♦$❡♥✱ 1❡$✉❧%$ ❛♣♣❡❛1 1❡♠❛1❦❛❜❧② 1♦❜✉$%✱ ❢♦& "❤❡ ❣✐✈❡♥ )❡" ♦❢ ♣❛&❛♠❡"&✐❝ ✈❛❧✉❡) ✉$❡❞ ✐♥

%❤❡ %❛❜❧❡✳

◗✉✐%❡ ❛ ❞✐✛❡1❡♥% ❜❡❤❛✈✐♦✉1 ✐$ ❞♦❝✉♠❡♥%❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✱ ✇❤✐❝❤ $❤♦✇$ w∗(0) ✇❤❡♥ η
✐♥❝1❡❛$❡$ %♦ ✹ ❛♥❞ %❤❡ ❣1♦✇%❤ 1❛%❡ g0 ❞❡❝1❡❛$❡$ %♦ ✵✳✵✶ ✭$❡❡ %❤❡ ♣❛1❛♠❡%❡1$ ♦❢ 1♦✇ ✽ ♦❢

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❊✈❡♥ ❛ ❝✉1$♦1② ❧♦♦❦ ❛% %❤❡ %❛❜❧❡ 1❡✈❡❛❧$ %❤❛% %❤❡ ❲❚D ❞1❛♠❛%✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞$

♦♥ Tmax ❛♥❞ γmax✱ ❞❡$♣✐%❡ %❤❡ ✐♥%✉✐%✐✈❡ ❜❡❧✐❡❢ %❤❛% %❤❡② $❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣❧❛② ❛ %❡❝❤♥✐❝❛❧ 1♦❧❡ ✐♥

%❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥$✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣ %❤❡ ✐♥%❡❣1❛%✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ■% ✐$ F✉✐%❡ ❝❧❡❛1 %❤❛% w∗(0) = 0.0060
✇❤✐❝❤✱ ❛$ ❛1❣✉❡❞ ✐♥ ♣1❡✈✐♦✉$ $❡❝%✐♦♥$✱ ✐$ ♥♦%❛❜❧② ❞✐✛❡1❡♥% ❢1♦♠ %❤❡ ✜❣✉1❡ $❤♦✇♥ ✐♥ D✶✷✱

✐$ ♥♦% ❛ 1♦❜✉$% ❡$%✐♠❛%❡ ❛♥❞ ✐%$ ✇✐❧❞ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥$ ❝❛$% $❡1✐♦✉$ ❞♦✉❜%$ ♦♥ ❛♥② 1❡❧❛%❡❞

♣♦❧✐❝② $✉❣❣❡$%✐♦♥$✳ ●❡♥❡1❛❧❧② $♣❡❛❦✐♥❣✱ %❤❡ ✐♥❝1❡❛$❡ ♦❢ Tmax✱ ❛$ ✇❡❧❧ ❛$ γmax ❛♣♣❡❛1 %♦

❢✉❡❧ %❤❡ ❲❚D %✐❧❧ ✶✵✵✪✳ ❚❤✐$ ✈❛❧✉❡ ✐$ 1❡❛❝❤❡❞ ❜❡❝❛✉$❡ %❤❡1❡ ❛1❡ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥$ ♦❢ T
❛♥❞ γ ✐♥ %❤❡ ✐♥%❡❣1❛%✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦1 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥$✉♠♣%✐♦♥ ✏❣1♦✇$✑ ❛% ❛ ♥❡❣❛%✐✈❡ 1❛%❡ ❛♥❞

1❛♣✐❞❧② ❛♣♣1♦❛❝❤❡$ ✐♥✜♥✐%❡$✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧$✱ ❞✉❡ %♦ %❤❡ $♠❛❧❧ g0 ❛♥❞ %♦ %❤❡ %❡1♠ −γT ✐♥ ✭✸✳✷✮✱

✶✶

▲✐♠✐#✐♥❣ #❤❡ ✉♣♣❡* ❡①#*❡♠❡, #♦ ✶✺ ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✼✱ *❡,♣❡❝#✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❛*❡ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❢*♦♠ #❤❡ ❛♥❛❧②,✐, ❛♥

❛*❡❛ ❛♠♦✉♥#✐♥❣ #♦ ♣*♦❜❛❜✐❧✐#② 2.3 · 10−8
✳
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◆♦"❡$ ✿ δ = 0.02✱ η = 2✱ g0 = 0✱ ε(TH) = 3◦C✱ ε(γ) = 0.0001363✱ tmax = 500 ②❡❛%&✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈❛+❡ ✽ ✭η = 4✱ g0 = 0.01✮ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❙❡♥+✐3✐✈✐3② ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ w∗(0) ✇✐3❤

+❡✈❡8❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛3✐♦♥+ ♦❢ γmax (x10−4) ✭❤♦8✐③♦♥3❛❧ ❛①✐+✮ ❛♥❞ Tmax ✭✈❡83✐❝❛❧ ❛①✐+✮
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✷✻ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✶✼✺ ✵✳✻✾✼✵ ✵✳✾✼✵✻ ✵✳✾✾✼✷ ✵✳✾✾✾✼ ✶ ✶

✷✼ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✷✻✶ ✵✳✼✽✵✸ ✵✳✾✽✶✾ ✵✳✾✾✽✺ ✵✳✾✾✾✾ ✶ ✶

✷✽ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✹✵✽ ✵✳✽✹✺✸ ✵✳✾✽✽✾ ✵✳✾✾✾✷ ✵✳✾✾✾✾ ✶ ✶

✷✾ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✻✺✸ ✵✳✽✽✾✾ ✵✳✾✾✸✶ ✵✳✾✾✾✻ ✶ ✶ ✶

◆♦"❡$ ✿ δ = 0.02✱ η = 2✱ g0 = 0✱ ε(TH) = 3◦C✱ ε(γ) = 0.0001363✱ tmax = 500 ②❡❛%&✳



✸✳✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ✶✶✸

❣❡♥❡%❛'✐♥❣ ✭✈❡%②✮ ♥❡❣❛'✐✈❡ ✉'✐❧✐'②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝' ✐4 ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② '❤❡ %❡❧❛'✐✈❡❧② ❧❛%❣❡ ✈❛❧✉❡

'❛❦❡♥ ❜② η✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧%❡❛❞② ♦❜4❡%✈❡❞ '❤❛' 4❡✈❡%❛❧ ❲❚< ❛%❡ ❤❛%❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ ✇❤❡♥

η = 4✱ '❤❡ ❧❛%❣❡4' ✈❛❧✉❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ <✶✷✳

❚❤❡ ♣%❡✈✐♦✉4 ❞✐4❝✉44✐♦♥ ❞❡♠♦♥4'%❛'❡4 '❤❛' %❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥4 ♦❢ ❲❚< ♠❛② ❜❡ ❤❛%❞

✉♥❞❡% 4♦♠❡ ❝✐%❝✉♠4'❛♥❝❡4 ♦%✱ ✐❢ ②♦✉ ✇✐4❤✱ '❤❛' '❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛%4 '♦ ❜❡ ❢%❛❣✐❧❡✱ ❜❡✐♥❣ '❤❡

%❡4✉❧'4 '♦♦ 4❡♥4✐'✐✈❡ '♦ ✏✐♥'❡%♥❛❧✑ ✐♥♣✉'4 ♦❢ '❤❡ ♥✉♠❡%✐❝❛❧ 4♦❢'✇❛%❡✳ ❈❧❡❛%❧②✱ ❝❤❛♥❣❡4 ✐♥ '❤❡

4♣❡❝✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✉'✐❧✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥ ♠❛② %❡♠♦✈❡ 4♦♠❡ ❢♦%♠4 ♦❢ ✐❧❧✲♣♦4❡❞❡♥❡44✳ ❆❞❞✐'✐♦♥❛❧

4'❛❜✐❧✐'②✱ ♦❢ ❝♦✉%4❡✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ '♦❧❡%❛'✐♥❣ ♣♦4✐'✐✈❡ ✈❛❧✉❡4 ❢♦% δ ❜✉' ✇❡ ❛%❡ ✇❡❧❧

❛✇❛%❡ '❤❛' '❤❡ ♣%♦♣❡% ❧❡✈❡❧ ♦❢ '❤❡ ✐♥'❡%'❡♠♣♦%❛❧ ❞✐4❝♦✉♥' %❛'❡ ✐4 ❛' '❤❡ ❤❡❛%' ♦❢ ❛ ✭♠♦%❛❧✮

❞❡❜❛'❡ ❛♠♦♥❣ 4❝❤♦❧❛%4 ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐4'4 ✭❉❛4❣✉♣'❛✱ ✷✵✵✽❀ <✐♥❞②❝❦✱ ✷✵✶✸✮

✶✷

✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■♥ '❤✐4 ♣❛♣❡% ✇❡ ♣%❡4❡♥' ❛ ✈❡%✐✜❝❛'✐♦♥✱ ❛♥ ❡①'❡♥4✐♦♥ ❛♥❞ ❛ %❡❛♥❛❧②4✐4 ♦❢ '❤❡ ✐♥❝✐4✐✈❡ ♣❛♣❡%

<✐♥❞②❝❦ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘❡'%❛❝✐♥❣ '❤❡ ♣❛'❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② '❤❡ ❛✉'❤♦% ❤❛4✱ '♦ ❛ ❧❛%❣❡ ❡①'❡♥'✱ ❛❧❧♦✇❡❞

'♦ ✈❡%✐❢② '❤❡ ❛❝❝✉%❛❝② ♦❢ '❤❡ ❡4'✐♠❛'❡4 ♦❢ '❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡44 '♦ ♣❛② ✐♥ ♦%❞❡% '♦ ❧✐♠✐' '❤❡

'❡♠♣❡%❛'✉%❡ ✐♥❝%❡❛4❡ ❜❡❧♦✇ 4♦♠❡ '❤%❡4❤♦❧❞ τ ✳ ❚❤✐4 ✇❛4 ♣♦44✐❜❧❡ ✇✐'❤ ♥♦ ❛❝❝❡44 '♦ '❤❡

♦%✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ✉♥❞❡% ❛ ✈❛%✐❡'② ♦❢ ♣❛%❛♠❡'%✐❝ ✐♥4'❛♥'✐❛'✐♦♥4 ❛♥❞ ❝%✐'✐❝❛❧ ❞✐4❝%❡♣❛♥❝✐❡4 ❢%♦♠

'❤❡ %❡4✉❧'4 ♦❢ <✶✷ ❛%❡ ♣%❡4❡♥' ❜✉' ✉♥❝♦♠♠♦♥✱ ♣♦44✐❜❧② ❞✉❡ '♦ ♦♥❡ ♠❛'❡%✐❛❧ '②♣✐♥❣ ❡%%♦%

❛♥❞ ❧✐❦❡❧② '♦ ❜❡ %❡❧❛'❡❞ '♦ ❛ ❢❡✇ 4♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥4 ♦❢ ✈❛❧✉❡4 '❛❦❡♥ ❜② '❤❡ ♣❛%❛♠❡'❡%4

η✱ %❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ %✐4❦ ❛✈❡%4✐♦♥ ♦❢ '❤❡ 4♦❝✐❡'②✱ ✐♥'❡%'❡♠♣♦%❛❧ ❞✐4❝♦✉♥' %❛'❡ δ ❛♥❞ ❣%♦✇'❤

%❛'❡ ♦❢ ❝♦♥4✉♠♣'✐♦♥ g0✳
❖✉% ❡①'❡♥4✐♦♥ ❝♦%%♦❜♦%❛'❡ '❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡44❛❣❡ ♦❢ <✐♥❞②❝❦ ✭✷✵✶✷✮✿ ✇❡ ❤❛✈❡ 4❤♦✇♥ '❤❛'

✉4✐♥❣ ♠♦%❡ %❡❝❡♥' ❞❛'❛ ❢%♦♠ ■!❈❈ ✷✵✶✹ ❞♦❡4 ♥♦' ❝❤❛♥❣❡ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ 4'❛'❡♠❡♥' '❤❛'

'❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡44 '♦ ♣❛②✱ ❣✐✈❡♥ ✇❤❛' ✇❡ ❦♥♦✇ ❛♥❞ ✐'4 4❤❡❡% ✉♥❝❡%'❛✐♥'②✱ ✐4 ❝♦♥4✐4'❡♥' ✇✐'❤ ❛

♠♦❞❡%❛'❡ ❛❜❛'❡♠❡♥' ♣♦❧✐❝②✳

❆ ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧ ❢♦%♠ ❢♦% '❤❡ '❡♠♣❡%❛'✉%❡ ✐♥❝%❡❛4❡ ✇❤✐❝❤ ✐4 ♠♦%❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐'❤ %❡❝❡♥'

❝❧✐♠❛'❡ 4❝✐❡♥'✐4'4 ❛44❡44♠❡♥' ②✐❡❧❞4 ❛♥ ❤✐❣❤❡% ✇✐❧❧✐♥❣♥❡44 '♦ ♣❛②✱ ❜✉' ❞♦❡4 ♥♦' ❛❧'❡% '❤❡

4✉❜4'❛♥'✐❛❧ ♠❡44❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡%❛'❡ ❛❜❛'❡♠❡♥' ♣♦❧✐❝② ❝♦♥4✐❞❡%❛'✐♦♥✳

❆4 ✇❡ ❦♥♦✇ ❧✐''❧❡ ❛❜♦✉' '❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ '❤❛' %❡❧❛'❡4 '❤❡ '❡♠♣❡%❛'✉%❡ ✐♥❝%❡❛4❡

'♦ '❤❡ ❞❡❝%❡♠❡♥' ✐♥ '❤❡ ❣%♦✇'❤ %❛'❡ ♦❢ ❝♦♥4✉♠♣'✐♦♥✱ ♦✉% %❡❛♥❛❧②4✐4 ❛❧4♦ ✐♥✈❡4'✐❣❛'❡4 ❤♦✇

❝♦♥✈❡① ❞❛♠❛❣❡4 ❛✛❡❝' '❤❡ %❡4✉❧'4✱ ✐♠♣❧✐❝✐'❧② ❛44✉♠✐♥❣ '❤❛' %❛%❡ ✭❛♥❞ ❝❛'❛4'%♦♣❤✐❝✮ ❡✈❡♥'4

❛%❡ ❣%❡❛'❧② ✈❛❧✉❡❞ ✐♥ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✉'✐❧✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ 4'❛♥❞❛%❞ ❝❛4❡4 '❤✐4

✐4 ♥♦' ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠✉❝❤ '❤❡ %❡4✉❧'4✱ ✐♥ ♦'❤❡% ❝✐%❝✉♠4'❛♥❝❡4 '❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡44 '♦ ♣❛② ✐♥❝%❡❛4❡4 ✐♥

♦✉'4'❛♥❞✐♥❣ ✇❛②4✱ ❤✐♥'✐♥❣ ❛' 4♦♠❡ ❢%❛❣✐❧✐'② ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐4 %❡❛♥❛❧②4✐4 4✉❣❣❡4'4 ❝❛✉'✐♦♥

✐♥ '❤❡ ✐♥'❡%♣%❡'❛'✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐4✐♦♥4 '❤❛' ♠❛② ❜❡ ❞%✐✈❡♥ ❜② '❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ '❤❛' ❛♥♦'❤❡% ✐♠♣♦%'❛♥' ♦✉'❝♦♠❡ ♦❢ '❤✐4 ✇♦%❦ ✇❛4 '❤❡ ❞❡♠♦♥4'%❛'✐♦♥ '❤❛'

4♦♠❡ %❡4✉❧'4 ❝%✐'✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ '❤❡ ✈❛❧✉❡4 ♦❢ '❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛%❛♠❡'❡%4 ♦❢ '❤❡ ♥✉♠❡%✐❝ ❛❧❣♦✲

%✐'❤♠4 ❛' ✇♦%❦ ✐♥ '❤❡ ❡✈❛❧✉❛'✐♦♥✱ 4✉❝❤ ❛4 '❤❡ ✉♣♣❡% ❡①'%❡♠❡4 ♦❢ ✐♥'❡❣%❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢%❛❣✐❧✐'②

♦❢ '❤✐4 ✈❡%4✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❡♠♣❧✐✜❡4 ✇❤② ❛♥ ♦❢'❡♥'✐♠❡4 ❡①❝%✉❝✐❛'✐♥❣ ❡✛♦%' ✐4 ♥❡❡❞❡❞ '♦

✈❡%✐❢② '❤❡ %❡4✉❧'4 ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ♦'❤❡% 4❝❤♦❧❛%4✱ ❡✈❡♥ ✐♥ '❤✐4 ❝❛4❡ ✇❤❡%❡ ❛❜✉♥❞❛♥' ✐♥❢♦%♠❛'✐♦♥

✇❛4 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡①'❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡'❛✐❧❡❞ ✇♦%❦✐♥❣ ♣❛♣❡% ✇%✐''❡♥ ❜② <✐♥❞②❝❦ ♦♥ '❤❡ ✈❡%②

4❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✷

❆❝❝♦#❞✐♥❣ (♦ ❉❛+❣✉♣(❛ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ 3✐♥❞②❝❦ ✭✷✵✶✸✮✱ (❤❡ ❞✐✛❡#❡♥( ❝❛❧✐❜#❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❞✐+❝♦✉♥( #❛(❡ ❛♥❞

♦(❤❡# ❝#✉❝✐❛❧ ♣❛#❛♠❡(❡#+ ✐+ ❛( (❤❡ ✈❡#② ❤❡❛#( ♦❢ (❤❡ (❡♥✲❢♦❧❞ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ ◆♦#❞❤❛✉+ ✭✶✾✾✹✱ ✷✵✶✹✮

❛♥❞ ❙(❡#♥ ✭✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽✮ ✐♥ (❤❡✐# ❡+(✐♠❛(❡❞ ❙♦❝✐❛❧ ❈♦+(+ ♦❢ ❈❛#❜♦♥✳



✶✶✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❆ ❘❊#▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ #■◆❉❨❈❑✬❙ ❲■▲▲■◆●◆❊❙❙ ❚❖ #❆❨

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤♦♣❡ *❤❛* ♦✉- .❛❝-✐✜❝❡ ♠❛❦❡. ❛ ❝♦♥*-✐❜✉*✐♦♥ *♦ *❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞✐.❝✉..✐♦♥ ♦♥

*❤❡ ✉.❡❢✉❧♥❡.. ♦❢ ✈❡-✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ -❡❛♥❛❧②.✐♥❣ .❝✐❡♥*✐✜❝ ✇♦-❦.✱ ✇❡ ❛-❡ ✇❡❧❧ ❛✇❛-❡ *❤❛* ❡✈❡♥

♠♦-❡ .❛❝-✐✜❝❡ ✐. .✉-❡❧② ♥❡❡❞❡❞ *♦ ✉♥❞❡-.*❛♥❞ ❛♥❞ -❡❞✉❝❡ ❛❞✈❡-.❡ ❡✛❡❝*. ♦❢ ❝❧✐♠❛*❡ ❝❤❛♥❣❡✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥+,

■ *❤❛♥❦ ❢♦- ✉.❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥*. ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐.❝✉..✐♦♥ >✐❡*-♦ ❉✐♥❞♦✱ ❘♦❜❡-*♦ ●♦❧✐♥❡❧❧✐✱

▼❛-❝♦ ▲✐❈❛❧③✐✱ ❉✐♥♦ ❘✐③③✐✱ ❘♦❜❡-* >✐♥❞②❝❦✱ ❆♥❞-❡❛ ❘♦✈❡♥*✐♥✐✱ ❋-✐❡❞❡-✐❦❡ ❲❛❧❧✱ ▼✐❝❤❡❧❡

❩❛♥❡**❡ ❛♥❞ *❤❡ ♣❛-*✐❝✐♣❛♥*. *♦ *❤❡ ❱❡♥✐❝❡✕❑❧❛❣❡♥❢✉-* ❲♦-❦.❤♦♣ ❤❡❧❞ ❛* *❤❡ ❆❧♣❡♥✲❆❞-✐❛✲

✉♥✐✈❡-.✐*M* ❑❧❛❣❡♥❢✉-* ✐♥ ❉❡❝❡♠❜❡- ✷✵✶✻✳ ▲❛.* ❜✉* ♥♦* *❤❡ ❧❡❛.*✱ ■ *❤❛♥❦ ❊❧❡♥❛ ❇❛..♦❧✐

❛♥❞ ▼❛**❡♦ ■❛❝♦♣✐♥✐ ❢♦- ♣-♦♦❢-❡❛❞✐♥❣✳



❆♣♣❡♥❞✐①

✸✳❆ ▲♦❣ ✉'✐❧✐'②

❲❤❡♥ η ❛♣♣&♦❛❝❤❡) *♦ ✶✱ ❡❝♦♥♦♠✐)*) ✉)✉❛❧❧② ❛♣♣&♦①✐♠❛*❡ *❤❡ ❈❘❘❆ ✉*✐❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥ ✇✐*❤
*❤❡ ❧♦❣❛&✐*❤♠✐❝ ✉*✐❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥✳ W1 *❤✉) ❜❡❝♦♠❡)

W1(τ) =

∫∫∫
u(C̃ ′

t)e
−δtfτ (x)fγ(y) dt dx dy

=

∫∫∫
log

(
(1− wlog(τ))(C̃t)

)
e−δtfτ (x)fγ(y) dt dx dy

=

∫∫∫
log

(
1− wlog(τ)

)
e−δtfτ (x)fγ(y) dt dx dy +

∫∫∫
log

(
C̃t

)
e−δtfτ (x)fγ(y) dt dx dy

= log
(
1− wlog(τ)

) ∫
e−δt dt+Gτ , ✭✸✳✶✻✮

❚❤❡ ❧❛)* )*❡♣ ❢♦❧❧♦✇) ❢&♦♠

(
1− wlog(τ)

)
e−δt
♥♦* ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ x ❛♥❞ y✱ )♦

∫∫∫
log

(
1− wlog(τ)

)
e−δtfτ (x)fγ(y) dt dx dy =

∫
log

(
1− wlog(τ)

)
e−δt dt

∫∫
fτ (x)fγ(y) dx dy

=

∫
log

(
1− wlog(τ)

)
e−δt dy

∫
fτ (x) dx

∫
fγ(y) dy

=

∫
log

(
1− wlog(τ)

)
e−δt dt · 1 · 1

=

∫
log

(
1− wlog(τ)

)
e−δt dt

= log
(
1− wlog(τ)

) ∫
e−δt dt ✭✸✳✶✼✮

❑❡❡♣✐♥❣ *❤❡ ♥♦*❛*✐♦♥ G∞ ❢♦& *❤❡ ❡①♣❡❝*❡❞ ✉*✐❧✐*② ✇✐*❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ✇❛&♠✐♥❣✱

✇❡ ♦❜*❛✐♥

log
(
1− wlog(τ)

) ∫
e−δt dt+Gτ = G∞

log
(
1− wlog(τ)

)
=
G∞ −Gτ∫
e−δt dt

(
1− wlog(τ)

)
= exp

(G∞ −Gτ∫
e−δt dt

)

✶✶✺



✶✶✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ❆ ❘❊#▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ #■◆❉❨❈❑✬❙ ❲■▲▲■◆●◆❊❙❙ ❚❖ #❆❨

❆♥❞ ✜♥❛❧❧②

wlog(τ) = 1− exp
(G∞ −Gτ∫

e−δt dt

)
✭✸✳✶✽✮

✸✳❇ ❆♥❛❧②(✐❝❛❧ ❞❡-✐✈❛(✐♦♥ ♦❢ ♣❛-❛♠❡(❡-3 ♦❢ ❊5✉❛(✐♦♥

✭✸✳✶✷✮

T ′
0 =

3.7 · a

1 + bc−(0−100)
+ 3.7 · d = 0 ✭✸✳✶✾✮

T ′
65 =

3.7 · a

1 + bc−(65−100)
+ 3.7 · d = 2.0 ✭✸✳✷✵✮

T ′
100 =

3.7 · a

1 + bc−(100−100)
+ 3.7 · d =

3.7 · a

1 + b
+ 3.7 · d = 3.7 ✭✸✳✷✶✮

T ′
+∞ = lim

t→+∞

3.7 · a

1 + bc−(t−100)
+ 3.7 · d = 3.7 · a+ 3.7 · d = 7.4 ✭✸✳✷✷✮

■♥ ♦3❞❡3 5♦ ♦❜5❛✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②5✐❝ 9♦❧✉5✐♦♥ ❢♦3 5❤❡ ✈❛❧✉❡9 ♦❢ 5❤❡ ♣❛3❛♠❡5❡39✱ ✇❡ 95❛35 ❢3♦♠

❊C✉❛5✐♦♥ ✸✳✷✷✱ ❢3♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ 53✐✈✐❛❧❧② ♦❜5❛✐♥

3.7 · (a+ d) = 7.4 =⇒ d = 2− a.

❚❤❡♥✱ ❢3♦♠ ✸✳✷✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✟
✟3.7 · a

1 + b
+✟

✟3.7 · (2− a) =✟
✟3.7.

❆❢5❡3 ❛ ❜✐5 ♦❢ 3❡❛33❛♥❣❡♠❡♥5✱ ✇❡ ♦❜5❛✐♥

b =
1

a− 1
.

❆9 ❛ 5❤✐3❞ 95❡♣✱ ✇❡ 9✉❜95✐5✉5❡ 5❤❡ 9♦ ♦❜5❛✐♥❡❞ b ❛♥❞ d ✐♥5♦ ✸✳✶✾ ❛♥❞ ✐❣♥♦3✐♥❣ 5❤❡ ❝♦95❛♥5

✸✳✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

a

1 + 1
a−1

c100
+ 2− a = 0

a(a− 1)

a− 1 + c100
+ 2− a = 0

a(a− 1) + (2− a)(a− 1 + c100) = 0

(a− 2)c100 = a− 1

c = 100

√
a− 1

a− 2
❢♦3 a < 1 ♦3 a > 2

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ 9✉❜95✐5✉5❡ ❜❛❝❦ 5❤❡ ✐❞❡♥5✐5✐❡9 b = 1
a−1

✱ c = 100

√
a−1
a−2

❛♥❞ d = 2 − a ✐♥5♦

✸✳✷✵✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ 5❤❡ ✉♥✐C✉❡ 3♦♦5 ♦❢ 5❤❡ ❢✉♥❝5✐♦♥ g(a) = T ′
65(a)− 2✱ 5❤❛5 ✐9 a = 2.209882✱

❧❡❛❞✐♥❣ 5♦ b = 0.8265268✱ c = 1.02475 ❛♥❞ d = −0.2098821✳
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